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CALCULO NUMERICO
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2.-Simplifica y reduce las siguientes expresiones a potencias:
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3.- Bfecttia las siguientes surmas y restas y racionaliza en el caso gue sea necesario;

2¢ 126 fa 2 fab ed [o° B J4ate d* |BYC°
a) —— e )_ - _j'_m-g-* 3
b Na Y2 Yab V2 a Ved a | b*d ¢ d
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4.~ Realizar los siguientes ejercicios como radicales
\/abai/_ «/— B) Yayrylaty® g Vet i o o
5 «i \/_iixlf Ya’b* (ap%)?
o gyt ab Yab” e g [Py
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5.- Opera y simplifica
3420 +2+/80 - 44125

a) 00 by (Vr +2 ) e =2 )~ (e 23 (x =24
)2J_ 1,3 d]\/c?_aJri e)\/ﬁw%—zus

1443 243 2-48  Va-l Ya-a 1+4a Ja0

V24 -150 + 4456 V3 5.2 1 1
7% Y2 B N TR TE

1.- Aplicando la definicién de logaritmo resolver los siguientes ejercicios:

a) log. 64 =x ) 1087 = x n) logy 1625 =x
5
1
b) loga 81 = x h) log r — =x i) log:»81/16 =x
) log ) - Uﬁ ) logz» 81/
) logum 10201 = x i) logﬂg = o) logss 27/125 = x
d) logi 0,5 =x D loges 1745 =x p)logs 42 =x
1 1
e) logy 0,00001 = x D) log 5 58X q log & S ¥
1

f)log%m:x m)log s 32 = x 1) {ogﬁgi-:x
2.- Hallar la base de los logaritmos en las siguientes igualdades:
a) log4=2 c) log.0,125=3 e)log,1/3=-1/2
b} loga9=2 d)loga 125 =3/2 f) loga 0,001=-3

3.- Halla el resultado de las siguientes expresiones utilizando las propiedades de los
logaritmos y su definicién:
a) logs 625 ~ log; 243 + log, 256

c} log: 4 + log, 81 - log; 216 + log, 64
b} log: 1 +1og. 64 + log: 9 + log, 49

d}log: 1/9 - logs 0,2 + logs 1/36 - log. 0,5

4.- Considerando que log25b = 2,322 v que logz 6 = 2,585, calcule los valores de los
siguientes logaritmos sin usar calculadora:

a) log210;b) log240;¢) log2(5/4) ; d) log230;e) log 2125 ; f) log 2(36/5)

5.- Utilizando las propiedades, exprese con un solc logaritmo:
aylog6+iog8-log3; D) log9+log28-(log7-log9) c) 3(1-loga);
d) In(et)-In{e/t); e) 2log3+logh ; f) -1+%10g5
Considerando que logs2 = 0,387 y que logs3 = 0,613, calcule los valores de los
siguientes logaritmos sin usar calculadora:
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a) logs72 ; b) loge05; ¢ logs 2424 ;  d) logs—= e)logs

1
2412
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CALCULO ALGEBRAICO

Desarrolia
L €+b) 7 (}—a—le 11. Qaz—iﬁj
b .
2 ¢-b> o4 12 ¢* 257
3. G+2n’ 8. @hic, L L
13 {g++| ~{a-=
4 ¢-1° 9. (a-3 [ 2) [ 2}
5. €+v2) : 1)5
10. | x* + 3°
6. (-3’ [ y]

14. Halla el noveno término del desarrollo de §—y ™
15
15. Halla el quinto término del desarrolle de (l -2 ]
a
P k2
16, Halla el sexto término del desarrollo de ‘/; +y

17. Halla el término central del desarrollo de € -y
18. Halla el cociente que resulta de dividir el término noveno por el sexto del desarrollo de

1 14
54
1 [
19. Halla el términe medio del desarrolle de (arE + b]

20. Halla los dos términos medios del desarrollo de €—-0,1 7
2 P06

21. Halla el términe que ocupa el lugar 505 en el desarrolio de &5 + ¢*

22, Hallar el término que contenga la cuarta potencia de a en el desarrollo de (2
23, Hallar el término medio en el desarrollo de {x - 3\[;3

&Y (4) [4Y (4 /4
24, Justifica del modo mas rapido la igualdad: [OJ +(1] + [ZJ + (3] + [4} =16

25, Encuentra una regla que generalice el calculo anterior y que permita obtener el valor

ey 1))

—Q)
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1° FACTORIZACION DE POLINOMIOS - MCM

Conceptos

Factorizar un polinonio; Descomponer un polinomio como producto de factores
primos.

Factor prito: En el caso de los pelinomios, son polinemios que no tienen mas raices
reales, por lo tanto aguellos que no se pueden descompoener en factores mas
simples.

Minimo comiin miltiplo: Una vez descompuestos en factores primos los polinomios, se
eligen los factores que sean comunes a tedos los polinomios elevados al mayor
exponente y se multiplican por todos los factores que no sean comunes.

Procedimientos
1) Factorizar un polinemic
a} Sino tiene término independiente se saca x o x® factor comtin
b) 5i tiene término independiente se buscan sus raices
{Si es de grado dos se procede como en las ecuaciones de 2° grado

Si es de grado mayor que dos por Ruffini
) Se factoriza del siguiente modo P(x} = {x - raizi){x - raiz)....

2} Calewlar el MCM
a) Se factorizan todos los pelinomics siguiendo el procedimiento anterior.
b} Se toman todos los factores que sean comunes a todos los pelinomics
elevados a la mayor potencia y los factores que no sean comunes y se
multiplican




1° Ecuaciones bicuadradas y de grado superior

Resuelve las siguientes ecuaciones
1) 2—/2x+1=0
2} P+V2x+2=0

3} 2'1x73'1x:2x_1
6
4) x4—§x2 +w1~20

4 4
5 x* +3x -5 —15x* +4x+12=0
6) (x-1P-x2=0
Ty xB+ad-Bx3+14x2-8x=0
8) x*-x217x-15=0
9) x*-29x"+100=0
10) 9x* +16 = 40x*

11) 3452 = 22
12) (2 —4)2—0
13)3c—32 28 -0
x*-9
x2—16
4= -0
)x2—9 72
¥ += -
15) 2x+ Zy 5 =x'
16 By
17)x 4 x*+2 2yt x+2
4 2 3
4 3 5
18)2(x27%7xJ+x2= -x+x
x2

4 x? +272x2= 2
3

20) (/§x+1}5x_1} (2+1°= 242

2) @ -42-5. € -4 F4=0

R-MATCNSE
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22) -2 - 3 ¢-27¢-3 %
3 2 - —
Ea} 1
4 3
2

23)95 +2 x 2=x2—3

£

24y 45" —dx—4=0
25) x* +3x" —3x* ~11x—6=0

4 4.3 2
2'G)x 4x" +3x el
10x-24
3 I
27)}. +2x" —6x 12:
x+2

28) 3(x —5x—19+77=0
X

29)x6 - 9x® + 8 =0
6x 3x_22x 9 llx

1)) 3 i P e A
11 4 3 44 4

1 4

D xt+—=—

) =

32) x* —x* -240=0
]

33 x 2+x=110

34)[&71] lg(ixfl):o
3137 5
35) x* — 19x" =216

36 6-9 62+ 8D geooy

3N x (x+1) - [x+§]=0

38y (e x - 2 B D
3 2

30) X628 27=0

40y  x5+7x3-B=0

41y x8-26x8-27=0

=x-2)-4

2° Ecuaciones irracionales

Departamente de Matemditicas

Procedimiento:

2x+1

5i la ecuacién tiene s6lo un término con raiz cuadrada: Ejemplo: v9+x -3= 3 ;

Quitando denominadores 349+ x —15=2x +!
1) Se deja la rafz sola a un lado del signo =, 3v/9+x =2x+16

2) Seelevan los dos términos de la igualdad al cuadrado. §ox xj =Qx+16

99 + x) = dx2 + 216 + 6ix

3} Se termina resolviendo como una ecuacion normal, 81 + 9x = 4x? + 216 + 64x

—-55++/55% +2180

dx? + 55x -135=0; x= 3

(ferminar)

5i Ia ecuacién tiene dos términoes con raiz cuadrada: Ejemplo v2x —1+vJx+4=6
1) Se dejaunaraiz a cada lado del sigho =, v2x—-l=6—-+x+4

» -
2} Se elevan los dos términos al cuadrado. 2 - 1= -/ 4,

2x—1=

36+ (x+4)-124x+4

3) Se deja la raiz que queda sola un lado de la igualdad.

2= 1-36-(x+4)=-12Vx74; x-41=-12Jx +4

4) Sevuelve a elevar al cuadrado. &~ 417 =

)
(12@1 * +1681-82x=144(x +4)

5) Be termina resolviendo como una ecuacién normal. x* +1681—82x — 144x —576=0;

x2 4 2260¢ + 1105 = 0 (resclver)

Ejercicios:

Resuelve las siguientes ecuaciones irracionales

1. VX—l+4x—-6=5

X+3+Vx+6= 3
x Jx+3

FF - o
JF-K el

3
\f5+x—J5—x Six+5-x 4
Jre Lix= 1

: Jr+x

3-qf34+4yx—v2x+1 =1

=6+ 2x+6=,f0x+4
VNr+d =3-+x-1

1
Vrtd—x—4= Xt
xt+4

10, J4+16x" +8° +x" =2
1 1

1L 2/— —2=24 J=x-1
Vst '
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20

g o e

@

12 l-x=+1-2x++d4-7x"

13. S5—-2x+5=2
14, V2x+14—-+vx—-7 =+/x+5
15, M 2

3— \,xfi

16, fu? +1-2x =2a—Ja’ +142x

1 1 3
17. + =2
Vitx—5-x AStx+5-x 4
1
" B
18. &-%x) - :[3Qx4+x j
_ 3
19. -
—\/:_c NCI)
2. Jx+ %+x= !
X
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2° IGUATDADES NOTABLES

Ejercicios

1.- Aplica las férmulias de las igualdades notables a las siguientes operaciones:

a) (Ix-4)(2x+4)
b) (3v? + 2x)(3y2 - 2x}
9 By + 202

&) (2¢-5yp
e) (5-3x)*
f) @y-3¢

2.- Factorizar los signientes trinocmios en cuadrados perfectos

1.a2—2ab+ b2
2x2+4dx+4

3. b2-2b+1

4, m? - 2mn + n?

5 x2-10x + 25
6.a2-2a+1

7.1/25+ (1/3)x + (25/36)x2
8.1-(2/3)+c?

9. (9/4c2—-6x+1

10. 4a2—12ab + 9b2

11, a8 - 18a* + 81

12, x6 — 2x3y3 + 6

13, mé/ 16— 2m>n? + 1ént

14, 9c5— 30c* + 25

15.1-2(x—y)+(x—yP

16.4 - 4(1-x) + {1 - x)?

17.x2+ 2x(b + ) + (b + c)?

18 {x+ y)? = 2(x + y)(y + 2} + (y + 2)°
19.{a+bR+2@+b){a—c)+(a-cp?
20.{a+b+cR+2a+bt+opte—a)+ (b+c—a)

3.~ Utiliza Ias férmulas de las igualdades notables para factorizar los siguientes

polinomios, cuando sea posible:
a) (9-x)
b) (4x2-9)
Q) (2-6x19)
d) {2+ 2x+ 1)
&) (2x2 = 20x +25)
£y (p@+ox2+12x+8)
g) (x®-12x2 +48x - 64)
R) (x & 5x3- 2x2+ 24x)
1} (- B3 -2 +16x - 12)
D (2x-x2-2x+ 1)
K 4x*-1

R-MATCNSI

) 2 —10x+25
m} x* +10x+25
n ¥ -9
o) I

4
p) 9x*—4
q) 25-20x+4x"

) a(x -y} 2ably -x) - by - %)
§) (x-3p-2

) l)-;pnrramemo de Matemétic;s
3° Fracciones algebraicas

1.- Opera y stmplifica:
2 2
a}{i_xJ_.(i+i] b) x+22'_3£_;f C)E;_(
X x 2 fx+2 ) x 2

x+
2. 1 1 3 x+ +1
d S — || x - . —_— == |2
e A I it I
2.- Haz las operaciones indicadas y simplifica:
a)[_’iix_ﬂ)(ﬁ_l}
x-y xty y X

of =2 (-

3.- Simplifica:
9+6x+x3 . 3x2-xj
a) -5 355+ )x2+6x+5‘ %2 L X
2x-4 24 -8x+8 F-5x+d -4 yP-dx
3/4 + 2/8° x-2
i Fx+] Ay -dx K- 25 -8&-10
) xz—I x+7 d) x2+2.'x'+] x-1
2 +1dx+20 x-5 X2 x+1
F50+2x7 - 25x T 247-2057 +50x Whx-2 " T -dxt-Tx+ 10
{xf-dxz-mx-ﬁ x7+2x~3)_ PHx-2 %3 y+3 x+3
Y9 awi2) g T 53
) 25 -2x 3+ 12x+ 12 f) _?_'_E - ﬂ _
3x+3x-6 ~ 2x 3x x-3
x a+b
g)[xj"?'xz-ﬁx ¥ -9 J_x2-5x+6 h)] ' ¥ i)l i a-b
Xtx T+ E+0x ’ Frx xz-yz - ath
xy-y a-b
a-1 &+l
ha+! L 2l _[a‘?"‘f a2-2a+JJ i 1 ]'(L_;]
LA cat! g T fa-lf -2, 2x 2x-4
atl  a-1
y -
1[ J‘y‘ (1 1]'1 1 x-1 (x4
T T T e
1.: X €=2 2x 2x-4 x x-2\x~1 x
y oy
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3° Ecuaciones racionales

Procedimiento:

1) Descomporner los polinomios de los denominadores come producte de factores

primos (factorizar los deneminadores).
x x=2 I x x=2_ 1

x-1 x+1 -1 %=1 x+l (x=D(x+1

2) Calcular el MCM de los denominadores.
MCMde (x -1y (x+1); (x - Dix+ 1) ={x-1)}(x+ 1)

3 Multiplicar los dos lados de la ecuacion por el MCM simplificando en cada término.

(x—1)(x+1}[ _""2] =(x-1)(x+l){

x 1
-1 x+1 (xfl)(x+1)}

MroDlerd) o Dr-Darth) o betl), simplificando x{x +1) - (x - 2){(x -1} =1
x-1 x+1 (x-Dx+1’

X

4) Operar y proceder como en una ectacién normal hasta obtener el valor o valores de x.

operando; x2 +x - xZ+x +2x -2 =1; dx=3; x=%

Ejercicios: Resolver :

2
1.{1—i](i+1j=2 I SRRV S S
3-xA2x x+i  x-1  i-7
2042 204 3-”-7J+2 13 2“3 22 o
x 4 x-2x+1 x-1  x+]
- - - 5 + +
2x1x7:4_3x1 14, x2+xl_x J_
x4+l x-1 x+2 x+!  x+2 x+2
4% X _ 2z 15 Itx  x _ dxtiy
‘l—l 141 142 Cox-3 x+2 yex-6
x X x 3 x+1
16, —— ¢ Do
5 15__8_=£+ x- x+1 -1
5-x 9-x 2
x _x+2
: x+1 _x-1 - 10—x? 17. JERg el 2
3x~6 2x+4 6x7-24 18 x47 N X _ Tx+ 2
x+4 Tox Ax+T Y %2 342 4
3 x-3 9 el
1 lJr—1
= x=1 .
.3 1% B w7
¥l x+]
3
g x2-32, 28 T+x+ 2
) 4 12*9-— 1-x+
20 _ 1¥x
x 1 .
10 - T+
B2 23 x-3
rht y 2 4 .1
2 ) ! x
6 6 * x-1
11, |[x+l+—f|x-1+—|=24 I-
X x x+17
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4° Ecuaciones logaritmicas y exponenciales

1.- Resuelve las siguientes ecuacicnes logarftmicas:

1)
2)
3

4

5

6)
7
8

9

Zlog x - log {x -16) = 2
logx=1+1log (22 - x)
log(3x-1)-log(2x+3)=1-1log

25

log 8+ (x@-5x + Mogd =log 24
log (5x + 4) = log 2= -élog {x+4)

(x2-x-3)log 4 = 3log
(x2-4x+ 7 log5+logle =4
1g(2%)2x+1g71250=4

g2+ lgl-—x%)
lo(5— %)

2

10) 21gx =3 +1g (x/10)
11) 3lgx -1g32 =lg(x/2)

12) log, x+

log,125 7
log,x 2

1) 1gox lgs2x lgay =1g«x?

x X 32
14) 5!g5+21g—3—=31gx—1g3

15) lgV3x+1—lgy2x-3 =1-1Ig5
16)logs (2x - 3) =logs 12 - logs 3
1Mloge (91 +7) =2+ loga (3*1 + 1}

18) .flog x =logVx

19)

1 2

S5—logx l+logx

+ =1

20) Slog(x+3) = log 32

21) log 3xr+5 +logx =1

2 log (x-5)-1/2log 3x-20)=Iog2
23) X —1p

24)log (x3)-1/2logx =5

25y xlog x=1=1p0

26) Ig[er‘\/JZ)Hg(x—«,/xl——;]:O;le

27y logx + Qgx ) = %

28) log, x—log,,(x—-2)=1
29) g vx—1 =log{x+1)~log vx—+4
30) 2+logzx=logx{x+6)
2+bog,x
gy (x+2)
32)logy 100 ~ Log. 25 =2

33) Log, 355 +Tog,5=2
34)Log2+ Logm =Log €+ m’

Logx —Log2 —3

) Log(x~3)

2.- Resolver las siguientes ecuaciones exponenciales:

1) 12.2°+1=2""
2) 25712457 =125
3) 3J3'}jlﬂ31+ﬁ
4) 252ci= !
Sr?v
5) 2202 = ()52l
6) 2oxl= _,,,}
/82::—3
7) Bxi= 1
125+
R-MATCNSL

1

i22x-3

9 22 o2
10°

8) 16%li=

10) x—% as—x —_ x+Jﬂa2x+5

11) va™ \jaxw/; =a

12) 2.3x143%=5
13) 2.9%16=4,3x1

14) 3X+§~}_T:4

15) 723 8. 7x+1 +7=()

16) 4xt1 4Px43 _37() =()
17) 52 6. 5x*1+125=0
18) x4 Dx-24 D31 Do A=065()
19) dg ¥ B wrex =0

20) 5%-97 5+/2 +64 =0
21) 321 28 B +3 =0
22) 5% 5% = 2500
23} % - 5% —e)— el =0
24) 4%.3,2148=(

25) 814x4231=17/16

26) 71+2x-50,7x+7=0

27) 9%.2. 3% 2+81=(

28) Dox4 21 +220(x-1) +22x-3 +32(x~2) =1 984

10



Procedimientos

Grado 1: Se trabaja como en una ecuacién normal, salvo que si tenemos un nimero negativo
multiplicande a la variable y lo pasamos al ctro lado de la desigualdad dividiendo (o
viceversa), la desigualdad cambia de sentido. Se da como sclucidén a la inecuacion el
intervalo de la recta real {-oc, a) 0 (g, ©), segin corresponda.

5x-3

; se calcula el MCM para quitar los denominadores
MCM = 12; 4(2x) - 15{(1 - x} < 120x + 24 + 2(5x - 3); 8x - 15+ 15x < 120x + 24 +10x - 6 ;
23x -~ 15 < 130x +18; - 107% < 33; x > :ﬁ; Solucion: [ﬁ—%-, ooj

107 167

Ejemplo: 2;’_x_51—Tx<10x+2+

Grado 2 o mavor gue 2: Se buscan las raices de la ecuacién y se hace tna tabla de signos para
la ecuacién. Se dan como solucion los intervalos que correspondan al signoe de la
inecuacion.

Ejemplo: x* - 2x2 + x > 0, {se nos piden los valores de x tales que al sustituirlos en el polinomio
nos den valores mayores de 0, es decir, valores positivos).

Calculamos las raices de esta ecuaci6n, para ello sacamos x factor comtin y al polinomio
resultante le hacemos Ruffini por ser un polinomio de grado 3. x(3? - 2x +1) = x(x - 1)2(x +
2), de donde se deduce que las raices Ique hemos otitenido son ¥- Ox="1;x=-2

Tabla de signos de! polinomio—= i T = T -

-2 0 1
Los signos de la tabla se han obtenidoe sustituyendo la x por -3, -1, 0,5 v 2 en el polinomio,
Solucicn: (~eo, -2) LI (0, 1) U (1, =)

Inecuaciones racionales: Se procede como en el apartado anterior haciendo una tabla de
signos con los valores que anulan el numerador y el denominador.

. 2x -
Ejemplo: i; >{, = Haciendo una tabla de signos tenemos:
X
2¢-3=0=x=3/ E S W Solucicn = (-og -2)Ly3/2, )
x+2=0mx=-2 2 3/2

Ejercicios:
L.- Resuelve las siguientes inecuaciones;
dy-11 3x+1 x—7 35x-06 -1 17
gy Do oAl Xl 5 €2 & 10, €17 l+x
20 14 10 21 3 4 2
d-x_x+3 9-x 6x-2 9 ' €-1F2(-x >0
2 6 4 16 10) € -1 8 +1x0
3) 4_—?—%3223;;“"—“;;3" 1) x€*+x+3 §—1%0
12) €-12€-12€-230
13) ¥ —6x" +11x-620

2)

4y -3x—420

5) [e+ByR< (x+4)2 +{x-3)
8 4x*—x* <0

7 xl(x+5) > 2x°
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2.- Resuelve las siguientes inecuaciones racionales:

1. [1,“2_MJ("L+1)>2
J-x A2x
2.—
o Ko
6-x"+x
2
3 27 g
x*—-x-1
c-1%+3
4, = 0
C-a€+s5
2
5 X +4 1 2x+3
P-4 x-2 x+2
6, ppl2_¥—4 _(3x 7J_7
x 4 4
7 2x-1 x-7 _, 3x-1
Tox+l x— x+2
g X __ X 2
YT T
X x x
9. 150 <12 49
—x 9-x
2
10. x+1 X 1 10-x

>
3x-6 2x+4 6x*-24

1L

12.

13

14.

15.

17.

18.
19.
20.
21
22,

vepartamento de Matematicas

- 2
*2x-0) <0
9—x*
2
x*(3x—-6) <0
§—-x*

(x+1{x-T7)

Lo e T
x=D(x—6)(x+3)

2
x+1<1

sk 2
€626 +1 %0
~ Y
€x-1 €x+5=0
€ 361230
€6 ¢ +130

€x—1 €x+5 %0

€-36+2 20

Una empresa desea disponer de dinero en efectivo en euros, délares y libras esterlinas,
El valor total entre las tres monedas ha de ser igual a 264,000 euros. Se quiere que el
valor del dinero disponible en euros sea el doble del valor del dinero en délares y que
el valor del dinero en libras esterlinas sea la décima parte del valor del dinero en euros.

La suma de las edades de tres personas es 73 afios, en el momento actual. Dentro de
diez afios, la edad de la mayor de ellas sera el doble de la edad de la més joven. Hace
doce afios, la persona con edad intermedia tenfa el doble de afios que Ia mas joven.

Una tienda tiene tres tipos de conservas cdrnicas AB v C . Un cliente compra el primer
mes 30 unidades de tipo A, 20 de By 10 de C, teniendo que abonar 840 € Al mes
siguiente compra 20 uridades de A y 25 de C y abona 690€ Sabiendo que el precio
medio de los tres productos es 15€ halla el precio de cada una de las unidades

(N
{1 libra = 0,615 Euros; 1 délar = 0,896 Euros)
2.
Halla las edades de las tres personas.
3.
R-MATCNST
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4. Seaun tridngulo de vértices A(L, a), B(5, b) y C(3, c). Se sabe que las ordenadas de sus
tres wértices suman 9, que la ordenada b es la media aritmética de las otras dos, y que b
y ¢ son niimeros naturales consecutivos, siendo ¢ > b.

5. Enun instituto, donde se imparten primero y segundo cicle de ensefianza obligatoria y
bachillerato hay en total 20 grupos de alumnos . Si se suman los grupos de bachiflerato
y de segundo ciclo de ensefianza cbligatoria se tiene el triple del ntimero de grupos del
primer ciclo. Si hubiera un grupo mas del segundo ciclo , su ntimero igualarfa al de
bachillerato, ;Cudntes grupos hay de cada uno?

6. Se dispone de tres cajas A, By C con monedas de 1 euro . Se sabe que en total hay 36
euros. El nimero de monedas de A excede en dos a la suma de las monedas de las
otras cajas . Si traslada una moneda de la caja B a al caja A, esta tendr4 el doble de
monedas que B averigua cuantas monedas hay en cada caja

7. Un grupo de personas se retine para ir de excursion, juntdndose un total de 20 entre
hombres, mujeres y nifios. Contando hombres y mujeres juntos, su nimero resulta ser
el triple del niimero de nifios. Ademés, si hubiera acudido una mujer m4s, su nimero
igualaria al del hombres. Resolver el problema. Sol, habran asistido 8 hombres, 7
mujeres y 5 nifios a la excursion

8. Cierto estudiante obtuvoe, en un contrel que constaba de 3 preguntas, una calificacién
de 8 puntos. Bn la segunda pregunta sacé dos puntos més que en la primera y un
punto menos que en la tercera. Resolver el sistema. Sol T punto en la primera
pregunta, 3 en la segunda y 4 en la tercera, |

9. En una confiteria envasan los bombones en cajas de 250 gr,, 500 gr. ¥ 1 kg. Cierto dia se
envasaron 60 cajas en total, habiendo 5 cajas mds de tamaiic pequefio (250 gr.} que de
tamafio mediano (500 gr.). Sabiendoe que €l precie del kg, de bombones es 4.000 ptas. y
que el importe total de los bombones envasadoes asciende a 125.000 ptas: Sol se habrin
envasado 25 cajas pequefias, 20 medianas y 15 grandes,

10.- Una autoescuela tiene abiertas 3 sucursales eni la ciudad. El ntimere total de
matriculados es 352, perc los matriculados en la tercera son s6lc una cuarta parte de los
matriculadoes en Ja primera. Ademds, la diferencia entre los matriculados en la primera
v los matriculados en la segunda es inferior en dos unidades al doble de los
matriculados en la tercera. Plantear y resolver el sisterna de ecuaciones para averiguar
el niimero de alumnos matricilados en cada sucursal. Sol: 200 alumnos matriculados
en la primera sucursal, 102 en la segunda y 50 en la tercera

11.-Una persona disponia de 60.000 € y los repartid en tres fondos de inversion diferentes
(A, By C), obteniendo as{ 4.500€ de beneficios. Sabermos gue en el fondo A invirti6 el
doble que en los fondos B y C juntos; sabemos también que el rendimiento de la
inversion realizada en los fondos A, By C fue del 5%, 10% y 20% respectivamente.
Plantear y resolver un sistema para determinar las cantidades invertidas en cada uno
de los fondos. '

12.- Parte de los 63 huéspedes de un pequefio hotel se encuentra en el comedor; en el
mismo momento ofra parte se encuentra en la sala de estar v el resto en la biblioteca,
Posteriormente, 4 se desplazan del comedor a la biblioteca, 1 de la sala de estar al
comedor y 2 de la biblioteca a la sala de estar. Ahora, ha quedade el mismo ntimere de
personas en cada una de las tres estancias, Plantear y resolver un sistema para
determinar cuantas personas se encontraban inicialmente en cada habitacién,
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13.- Una tienda de musica ha obtenido unos ingresos de 12768 C= al vender 600 discos
compactos de tres grupos musicales. Los discos se vendian a 24 C=; sin embargo, los
del segundo y tercer grupo, al ser menos recientes, se vendieron con descuentos del
30% v del 40% respectivamente. Sabemos gque el nimero de discos vendidos con
descuento fue la mitad que el nimero de discos gue se vendieron a su precic original.
Plantear y resolver un sistema de ecuaciones para determinar cuantos discos de cada
grupo se vendieron.

14.- Una empresa ha vendido 42000 articulos de papeleria, boligrafos, gomas y
rotuladores, al precio de 1.2, 1.5 y 2 € respectivamente. El total de los ingresos
producidos por esas ventas asciende a 64000 €. Se sabe, ademds, que el nimero de
boligrafos que se ha vendido es el 40% del nimero total del resto de articulos
vendidos.

a) Plantear un sistema para determinar el nitmero de cada tipo de articulos
vendidos.
b) Resolverlo

15.- Una librerfa ha vendido 3900 libros de mateméticas, correspondientes a tres
editoriales diferentes, A, B, y C. Sabemos que de la editorial B se han vendido el
doble de ejemplares que de la editorial A, Sabemes, también, que la razén entre ef
numere de efemplares vendidos de las editorjales B y C es igual a 2/3 Plantear un
sistema para determinar el niimero de libros vendidos de cada editorial, Resclverle

16.-Una editorial va a lanzar al mercado tres libros de bolsilio L1, L2 y L3 . Ef importe total

de la edicién es de 18750 €. Los costes, en eurcs, por unidad, son7,5y 6,
respectivamente. Se sabe que el nimerc de ejemplares de L3 es igual a los dos
séptimos de los del tipo L2 v que, sial triple del namero de efemplares de L1 se [e
suma el ntimero de ejemplares de L3, se cbtiene el doble de efemplares de L.2.

a) Plantea un sistema de ecuaciones para averiguar cuantos libros de cada tipo se

han editado.
b} Resuelve dicho sistema

23.- Un autobtis urbano transporta en hora punta 90 viajeros de tres tipos: viajeros que
pagan el billete entero, que vale 1 €; estudiantes que Henen un 25% de descuento al
presentar el carnet; jubilados de la localidad que tnicamente pagan el 50% del precio
del billete. La recaudacion del autobis en ese viaje fue de 64 €. Calcula el namero de
viajercs de cada clase sabiendo que el nimero de jubilados era el mismo que el
nimero del resto de viajeros.

24.- Una empresa tenfa, en el afio 2001, cierto ntimere de empleados, unos hombres y otros
rmujeres. En el afio 2002 aumentaron en 5 los trabajadores de la empresa y en 6 el
nidmero de trabajadoras, quedando asi doble ntimero de mujeres gue de hombres. En
el afic 2003 aumentaron en 2 Ias trabajadoras y se redujo en 4 el niimero de
trabajadores, resultando quedar el tripie de mujeres que de hombres. Plantea un
sistema para determinar el ntimero de hombres y mujeres que trabajan en dicha
empresa en el afio 2003. Resuélvelo si es posible,

25.-Una tienda posee 3 tipos de conservas, A, B y C. El precic medio de las 3
conservas es de 0.90 €. Un cliente compra 30 unidades de A, 20de By 10 de C,
debiendo abonar 50.49 € Otro compra 20 unidades de A y 25 de C y abona
41.47 €. Calcula el precio de una unidad A, otra de By ofrade C.
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26.- Se juntan 30 personas entre hombres, mujeres y nifios. Se sabe que entre los
hombres y las mujeres duplican al niémero de nifios. También se sabe que entre los
hombres y el friple de las mujeres exceden en 20 al deble de nifios. Plantear un
sistema de ecuaciones que permita averiguar el niimero de hombres, mujeres y
nifios. Resolver el sistemna de ecuaciones planteado

27.- Un estado compra 540 000 barriles de petréleo a tres suministradores diferentes
que lo venden a 27, 28 y 31 § el barril, respectivamente. La factura total asciende
a 16 millones de $. Si del primer suministrador recibe el 30% del total del
petréleo comprado, jcudl es la cantidad comprada a cada suministrador?,

Resolver
x-y+2z=2 2x-5y+3z=2 3x+2y-3z=-1
a) 12x+3y+z=4 b) {x4+3y-2z=1 c)s2x+y-—z=4
Ix+2y+3z=6 Sx—Ty+4z=5 Tx+4y-5z="7
X—y+2z=2 x=2y4+3z=-1 x-3y+dz=1
d) «2x+2p+2z=4 e} 12x-3y+z=4 fy2x+y+z=-2
3x+y+4z=3 dx-Tv+Tz=-2 Sx—y+6z=-3

x4+3y+3z=3
2x+2y-2z=4
3x+5y+z=3

x—2y+dz=2 x—y+z=2
) 12x+3y+z=4 hy 2x+4p-3z=2 1)
3x—-3y-2z=4

3x+y+5z=7

e,

=3x+2y-z=-10 ky12x-3y+z=4 2x+y+z=-2
2x43y-5z=-9 dx—Ty+7z=2 3x-2y+5z=-1

{x—2y+3z=6 {x—2y+3z=—1 x-3y+dz=1
) 1)

R-MATCNSI

PROCEDIMIENTO:

1% Se plantean las ingcuaciones (restricciones) y 1a funcién Z objeto de la maximizacion o
minimizacién,

2°) Se dibujan las rectas dadas en las restricciones haciendo tablas de valores y se ralla €l recinte
determinado por 1as inecuaciones,

3°) Se calculan los vértices de este recinto como puntos de corte de dos rectas, resolviendo el
sistema de ecuaciones que forman las rectas.

4°) Se sustituyen las coordenadas de los vértices en la funcién Z

5°) Se da la sclucién al problema observando en qué vértice se maximiza o minimiza la fincién 2
segim se pida

Serecuerda que:
a) En recintos acotados {cerrados) siempre hay solucién para maximo y minime.
b} Enrecintos no acotados superiormente sdlo hay solucién para minimo
¢) Enrecintos no asotados inferiormente s6lo hay solucién para maximo

EJERCICIOS

1.- a) En un gjercicio de programacidn lineal con dos variables, jcémo ha de ser necesariamente la region
factible para que se alcance, necesariamente, en algin punto determinado de la misma, el valor dptimo de
la funcion objetivo?,

b) En la regi6n determinada por: X +y 2 2: X Sy x 2 0 ¢y 20, hallar {as coordenadas de fos
puntos en los que la funcion f{x, ¥) =3x + 4y alcanza su valor minimo y maximo.  (Jun. 1996,
3 ptos)

2.- Los alumnos de un instituto pretenden vender dos tipos de lotes A y B, para sufragarse los
gastos de un viaje de estudios. Cada lote de tipo A consta de una caja de mantecados y cinco
participaciones de loteria; cada lote del tipo B consta de dos cajas ds mantecades y dos
participaciones de loteria. Por cada lote de tipo A vendide los alumnes obtienen un beneficio de
1225 ptas y por cada lote de tipo B de 1250 ptas.

Por razones de almacenamiento pueden disponer a lo sume de 400 cajas de mantecados . Los
alumnos s6lo cuentas con 1200 participaciones de loterfa y desean maximizar sus beneficios,
a) Determinese la funcion objetivo y exprésense mediante inecuaciones las restricciones del
problema.
b) ;Cudntas unidades de cada tipo de lote deben vender los alumnos para que el beneficio
obtenido sea méximo?. Calcdlese dicho beneficio.  (Jun. 1999, 3 ptos)

3.- En un depdsite se almacenan bidones de petréleo y de gasolina. Para poder atender Ia demanda
se han de tener almacenados un minimo de 10 bidones de petréleo y 20 de gasolina. Siempre
debe haber mas bidones de gasclina que de petrdleo, siendo la capacidad del deposito de 2000
bidones. Por razonss comerciales, deben mantenerse en el inventario al menos 30 bidones. El
gasto de almacenaje de un bidén de petrdleo es de 20 ptas y el de uno de gasolina de 30. Se
desea saber cuantos bidones de cada clase han de almacenarse para que el gasto de almacenaje
sea minimo.

a) Exprésense la funcion objetivo y las restricciones del problema.
b) Represéntese graficamente la region factible y calcélense los vértices de la misma.
c) Resuélvase el problema. {Jun. 2001, 3 ptos)
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4.- Considerar el siguiente problema de programacicn lineal; 10.- Una compafiia naviera dispone de dos barcos A y B para realizar un determinado crucero. El

Minimizar z = -3x — 2y barco A debe hacer tantos viajes o mds que el barco B, pero no puede sobrepasar 12 viajes.

Sujetoa-2x +y <2 Entre los dos barces deben hacer no menos de 6 viajes y no mds de 20, La naviera obtiene un
x—2y<2 beneficio de 18000 € por cada viaje del barco A y 12000 € por cada viaje de B. Se desea que
xz0; y20 las ganancias sean maximas. .

a) Expresar la funcién objetivo

b) Describir mediante mecuaciones 1as restricciones del problema y representar graficamente
el recinte definido.

¢) Hallar el niimero de viajes que debe efectuar cada barco para obtener el méximo beneficio,
Calcular dicho beneficio maximo. {Modelo 2005)

a) Mediante la resolucitn grafica def problema discutir si existen soluciones factibles y si
existe solucion éptima.

b} Si se afiade la restriccidn x +y = 10, discutir si existe sclucién dptima y en caso afirmativo
calcnlarla. (3 ptos)

5.- Un proyecto de asfaltado puede [levarse a cabo por dos grupos diferentes de una misma
empresa: G1 y G2, Se trata de asfaltar tres zonas: A, B, y C. En una semana el grupo G1 es
capaz de asfaltar 3 unidades enla zona A, 2 enlazonaB y 2 en la C. El grupo G2 es capaz de
asfaltar semanalmente 2 unidades enla zona A, 3 ¢n la zona B y 2 en la C. El coste semanal se ¢ ) ’ - ' L
estima en 3306 € para G1 y 3500€ para G2, Ss necesita asfaltar como minimo 6 unidades en & de harina de trigo y 100 g de malz, con 409 cal de vzlor energético. g:(_luantas raciones de
lazona A, 12 en la zona B, y 10 en la zona C. ;Cuéntas semanas deberd trabajar cada grupo cada tipo hay que preparar para obtener &l maxime rendimiento energético total. Obtener el

para finalizar &l proyecto con el minimo coste?. (3 ptog) (Junic 2002) rendimiento maximo. {Sep 2005)

il.- Una empresa de alimentacién dispone de 24 kg de harina de trige y 15 de maiz, que se utilizan
para obtener dos tipos de preparados A y B. La racién del preperado A contiene 200 g de
harina de trige y 300 g de mafz, con 600 cal de valor energético. La racién de B contiene 200

12.- Una aerolinea quiere eptimizar el ndmerc de filas de clase preferente y de clase turista en un

6.~ Determinar los valores méxime y minimo de la funcidn Z = 3x + 4y sujeta a las siguientes i ! ! ’ r - . :
avién, La longitud 0til del avién para instalar 1as filas de asientos es de 104 m, necesitindose

restricciones: : :
3x+yz3 2 m para instalar una fila de clase preferente y 1,5 m para las de clase turista. La aerolinea
X+y<5 precisa instalar al menos 3 filas de clase preferente y que las filas de clase turista sean como
. _2_ (3 pios) (Sep 2002) minimo el triple que las de clase preferente, Los beneficios por fila de clase turista son 152€ y
; 16 P P de 206€ para la clase preferente.
Y ; ¢Cudntas filas de clase preferente y de clase turista se deben instalar para obtener el beneficio
yz0 méximo?. Calcular dicho beneficio. {Sep 2007, 3 ptos}
7.-Un centro dedicadc ala eI]EC]."iarLZcfi Persona}izada de idiomas_ tiene‘ glos cursos, uno basico y otro 13.- 2) representar Ia regién del plano de finida por ¢! siguiente sistema de incouaciones.
avanzado, para los que dedica distintos recursos. Esta planificacion hace que puede atender <60
entre 20 y 65 estudiantes del curso basico y entre 20 v 40 del curso avanzado. El niimero TETYE
méximo de¢ estudiantes que puede atender en total es de 100, x+y =40 (Modelo 2008, 3 ptos)
Los beneficios que cbtiene por cada estudiante del curse basico es de 145 € y de 150 € para 11x+3y <40
cada cstudlml;:e del :;ursE) gvaniado,qualla el nug\l;ro ctle ezsg%célagltefocg;le debe haber en cada b) Maximizar la fancién f(x, ) = 10x — v en I regién obtenida,
curso para obtener el maximo beneficio, uestra ,3p ¢} Minimizar a funcion g(x, ¥} =x— 10y

- i axi i inz=>5x+ i iguiente S . . L
.- Determinar los valores méximo y minimo de la funcién z = 5x + 3y, sujeta a las siguientes 14.- Un distribuider de aceite de oliva compra la materia prima a dos almazaras, A y B, Las

restrieciones: almazaras A y B venden ¢l aceite a 200 y 3000 € por tonelada, respectivamente. Cada
3x+yz4 almazara le vende un minimo de 2 toneladas y un maximo de 7 v para atender a su demanda,
x+y=6 ¢l distribuidor debe comprar en total un minime de 6 toneladas. El distribuidor debe comprar
0<y<5 {3 pios) (Sep 2003) como maximo a la almazara A el doble de aceite que a la almazara B. ;Qué cantidad de aceite
15 debe comprar el distribuidor a cada una de las almazaras para obtener el minimo coste?.
= Determinar dicho coste minimo. (Jun. 2008, 3 ptos}
9.- Un establecimiento de prendas deportivas tiene almacenados 1600 bafiadores, 1000 gafas de 15.- Se desea invertir una cantidad de dinero menor o igual que 12300C€, distribuidos entre
bafio, 800 gorros de bafio. Se quiere incentivar la compra de estos productos mediante la acciones del tipo A y del tipo B, Las aceiones del tipo A garantizan una ganancia del 10%
oferta de dos tipos de lotes: el lote A que produce un ben.cﬁcio de 8€ formado por un bafiador, anual, siendo obligatorio invertir en ellas un minime de 30600e v un méximo de 81000€, Las
un gorro y unas gafas y el lote B que produce un beneficio de 10€ formado por 2 baﬁadpres ¥ acciones de tipo B garantizan una ganancia anual del 5%, siendo obligatorio invertir en ellas
unas gafas. Sabiendo que la publicidad de esta oferta tendrd un coste de 1500€ a dEdu?lr de n minimo de 25000€. La cantidad invertida en acciones del tipo B, no puede superar el triple
los beneficios, s pide caloular el mimero de lotes A y B que hardn méximo el beneficio y 2 de la cantidad invertida en acciones del tipo A. ;Cudl debe ser 1a distribucién de la inversion
cudnto asciende este.  {Sept. 2004} (3 ptos) pera maximizar la ganancia anual?. Determinar dicha ganancia maxima.  (Sep. 2008, 3 ptos)
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ANALISIS

Dominio: Es el conjunto de nimeros reales para los cuales existe imagen mediante la
funcidén £(x).
Dom {{x) = {x € R/I {{(>x}}

Funciones polindémicas.- f{x) = P(x), Dom {(x) =R
Funciones racionales.- f{x) = Polinomio/Polinomio, Dom f(x) =R - {x € R tales que
anulan el polinomio del denominador}.

Ejernplo:f(x)zzzx—";,Domf(x)=R- 43
<

Funciones F) = Jg(x) Domfix) = eR/gx) 20 :irracionales.-

Ejemplo 1 : (%) = Vx>« 5x +6 ,x" = 5% + 6 2 0, = Tabla de signos para el radicando

X2-bx+6=0, x=2,.x..=_.3,i;|_— + Dom £{x) = {0, 2} U [3, )
2 3

Ejemplo 2: f{x) =, 2}:; P 2x-3 2 0, = Haciendo una tabla de signos
X

X+2
tenernos:
-3=0=>x=32] _+| - + Dom f(x) = (-0, -2)[3/2. )
x+2=0=>x=-2 2 3/2

Funciones exponenciales.- f(x} = a8®, Dom f(x} =R - { Problemas de g(x) }.
fix)=ar, Domi(x)=R
Ejemplo 1: f(x) = ¢* ", Dom {(x) = R
Bjemplo 2: f(x) = &', Dom f{x} =R - {4}.
Ejemplo: f{x) =Ln{x2 - 4) = x2- 4 >0, hacemos x2-4=0=x=2yx=-2
Hacemos una tabla de signos parax?-4— &+ | — +
2 2

Por lo tanto Dom £(x) = (-0, -2)u42, =)

£(>¢) = sen{g{x})) =» Dom f(x) = R - { Problemas de g(x) }.

f(x) = cos(g(x)} = Dom f{x} = R - { Problemas de g(x) }.

f(x) = tang (p(x)) = Dom f(x) =R - { x € R / cos (g(x)) = 0}.
£(x) = Cosec (g(x)) = Dom f(x) =R - { x €« R / sen (g(x}) = 0}.
1(x) = Sec (g(x)) = Dom f{x) =R - { x € R / cos (g(x)) = 0}.

f(x) = Cotang {g{x}) = Dom f{x) =R - { x € R / sen (g(x}) = 0}.

Puntos de corte con los ejes:
Eie OX = Siy =0, despejando se obtienen los valores de x.

Fie QY => 5i x = 0, sustituyendo se obtiene el valor de y.
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respecto del origen de coordenadas, el punto (0, 0}.

1° Funciones dadas por tablas (Inferpolacién}

1.- El gasto en fotocopias de una oficina viene dado por la tabla:

Meses Enero Febrero Marzo

Gasto 10 12 17

Obtener el polinomio interpolador de segundo grado y deducir el gasto de fotocopias para
el mes de abril.

2.- Bl nfimero de alurnos matriculados en miles en las pruebas de selectividad dela
Universidad de Murcia en fres afios fue el siguiente:
Afos 1984 1988 1989

Alumnos 10 15 18
Obtener el polinomio interpolador de segundo grado para estimar el nimero de alumnos
matriculados en 1986 y el niimero de alumnos que se matriculardn en 1996,

3.~ Bl nfimero de funcionarios de una Comunidad Auténoma en tres afios fue el siguiente:
Afios 198¢ 1991 1995
Funcionarios 3000 3800 4100
Obtener el polinomio interpolador de segundo grado para estimar el néimero de
funcicnarios en 1992 y el niimero en 1998. ;Cual de las dos estimaciones es més fiable?.

4.- F] gasto en material de oficina en euros de una empresa viene dado por la tabla:

Meses Abril Mayo Junio

Gasto 110 150 155

Obtener el polinomio interpolador de segundo grado y deducir el gasto de fotocopias para
el mes de julio.

5.~ La temperatura en grados Fahrenheit (°F) puede ser expresada como una funcién de
primet grado de la temperatura x en grados Celsius {°C). En la escala Fahrenheit el
agua se congela a 32°F v hierve a 212 °F; en la escala Celsius, se congela a 0 °C y hierve
a100 °C. Expresar la temperatura Fahrenheit, y, como mma funcién de la temperatura
Celsius, x. 51 la temperatura normal del cuerpo humano es de 98,6 °F, ja qué
terperatura corresponde en la escala Celsius?.

6.- De una funci6n f{x) se conocen los valores f(1) = 4, £(2) = 7 y (4} = 31.
1) Calcular la funcién de interpolacién cuadrética que toma dichos valores.
2) Calcular ef valor de la funcién de interpolacién para x = 3.

7.- Dada la tabla de la funcién x 112344 |fen

£(x) 3151612

Calcular el error cometido cuando se calcula £{4) mediante la interpelacién cuadrética
utilizando los otros tres valores de la tabla.
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20.- La funcion f(x) =

video juego

1200
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Departamento de Matemsticas

a) ;Cudntos video juegos se vendieron el primer dia?

b) ;Cuintos dfas Henen que pasar para que se vendan 6000 juegos?
21.- Se administran 50 mg. de anestesia aun paciente al principio de una operacién. Se sabe
que la conecentracién en la sangre humana disminuye exponencialmente con arreglo 2 la

funcién

7 da la venta en x dias después del lanzamiento de un

1+499.(1,09)

f{x) = k -0'95%, donde K es la cantidad inicial y x el tiempo, en minutos, que ha transcurride

desde su administracién.

aj ;Cuantos mg. de anestesia quedan en la sangre del paciente a la hora y media de su

administracién?

b) ;Cuanto tiempo Hene gue transcurrir para que le quede en sangre la mitad de la

anestesia

22,~- Una empresa tiene unos ingresos brutos a lo largo de los afios gue siguen una funcion del

tipo i{t)=0'5t2, con unos gastos que se adaptan a una funcién del tipo g(B=2t.

a} Representa grificamente ambas funciones.
b) ¢Qué funcion nes da los beneficios de la empresa a lo largo del Hempo, b(t)?
¢) ;En cuanto fiempo empezard a tener beneficios?
d) ;Qué funcién hit) nos indica a lo large de los afios, cuantas veces son mayores los
ingresos que los gastos?

3° Dominios

1° Dadas las siguientes funciones calcular su dominic, puntos de corte :

1)f(x)~—5"f§

5) fx=2= —

)f ()= 252
2x—4

13) F (% 2;5*"_"'2—5

17) f(x) =x" -4x +2

21 fx) =+ xt +5x% +4

25) p=
) ! _5x
20) y = x-2
Ax+1

33y y=log,(x* - 5x" +4)

R-MATCNSI

Df(x)=vx-4

6) £ (=2t
10) f (x)= “;_“95
e
18) f(x)y=~/8—2x
x+3
22 =
y S ()= T
7 six<o
26) F(a) =< x* -1
5 six20
l ix<-1
B0 fRy=qx
5 six>-1

34) fx)= Ln(“z]
x-2

)
71 9= {"Ti

KE st

1) £ (="
15)f(x)-" ;‘
18 s =31

x+2
23)

x+2
o
27y Flx)=3x+1
Wr==—g

35) flo)y=e !

D=t
2_
8) 1 (x)= “j+54

1) £ (==
16) £ (0= 5

20 iry= 2221

24)f(x), M
Vx*-x-6
fo2xtax

Wyy= T2 T

1 3x+ 2

Vx+1

2y =

36) fx)=10"""

23

Vx*-5x+6

Colegio Internacional Pinosierea
Departamento de Matemsticas

4° Composicién de funciones y funcién reciproca

1° Dadas las funciones f{x)=x2+ 1y g(x)=x*, halla: a) (f o g)(x}

2° Dadas las funciones f{x) = 2x + 1y g{x) =x° escribe:

a) (f o £)(x) b) (f o g)(x) A (ged) d) (fo {fo i

3° Dadas las funciones f{x)= —3:—_9 v glx)y=x-2, calcular la expresién y el dominio
de las funciones f+g, f-g, f ey f/g

b) (g o H){x)

4° Dadas las funciones del apartado anterior, realizar g o f y f 0 g, indicando el dominio
de cada una de ellas.

5° Sean las funciones f(x)=2x-1, g(x)=x"+1 ¥y h(x):%, comprebar con ellas la
x

propiedad asociativa de la composicion, es decir, que se cumple
Caleular el dominio de la funcién resultante.

6° Caleula la funcion inversa de f(x)=5x+4 y comprueba el resultadoe.

7° Calcula la inversa de la funcién f(x) = ;x —i , compruébalo y calcula los dominios de
x+
ambas.

8° Realizar las composiciones indicadas con las funciones propuestas:

a)  F€ =2x+1, g€ Fx*-3, he X3
2
Con ¥ Gog ¥k, Cogon
3x-3 2 —l 1
by f¢ 70 Y g h§
x+2_\ 2x+1 X
(-"f_l}J L h}J (°h°g}_
) f((jz&, g€ = h§ =
- x+2, . .
(Dh},r 6“3}; §°f}J 6“f“g},
9° Calcular la funcién reciproca de las siguientes funciones, comprobando el resultado:
a) F€Eax+d b T€E2x—5 o fg L & ey X2
2
)ffn‘ 2x+7 f)f((“=1_2x )f(F 2x~9 )f(c“ Tx+2
B
prert? DEEET2 rgra-2  Hrg:
x-1 I-x x+2
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2° Concepto de funcién
1.-Se quiere construir un pozo en forma cilindrica de 2 m. de didmetro. Expresa el volumen del
agua qgue cabe en el pozo en funcién de su profundidad x,

2.- El radio de un circulo mide 10 cm. Expresa el drea de un rectdngulo inscrito
en el mismo en futicién de la medida x de la base. ;Cuél es el dominio?

3.- En un bloque de viviendas las ventanas son rectangulares y deben tener 2 m?

de luz. Six es la longitud del fado de la base, obtén el perimetro en funcitn de x. ;Cudl es el
dominio?

4.- Se dispone de 1ma cartulina de 100 x 40 cin y se quiere construir una caja con tapadera
cortando un cuadrado en dos esquinas v dos rectdingulos en las otras dos, Halla la
expresion del volumen en funcién del lado x del cuadrado.

5.- Bl coste de la energia eléctrica se obtiene mediante un surnando fijo y otre proporcional a la
cantidad de energia gastada, En dos meses distintos se ha pagado 33,70 € por 340 kwh y
31,14 € por 283 kwh. ;Cual es el sumando fijo?

6.- Feliciano quiere comprar un coche; tiene muy claro el modelo pero no sabe si comprarlo de
gasalina o de gaséleo, Bl primero vale 18000 € y el segundo 20000 €. El precio de la
gasolina es de 1,08 €/1, y el del gasoleo 0,90 €/1. Supongamos que el consumo de un coche
diesel es de 5 litros cada 100 km y el de un coche de gasolina de 6 litros cada 100 km.

a) Di la funcién que relaciona el coste (precio del coche mds precio del combustible)
con el nimero de kildmetros de cada coche.
b) Representa estas funciones. Observa el punto de corte, ;Qué significa?

7.- Los piojos del cabello se reproducen duplicando su niimero cada 4 dias. 5i un nifio tiene un
piofo en su cabeza, y que todos viven:
a) ;Cudntos piojos tendra dentro de 12 dias?
b} Escribe la funcién y represéntala.
¢} Si en el momento inicial un nifie tenia 10 picjos, contesta a los apartados a) y b).

8.- La cantidad Q(f) que queda de una masa M mg de una sustancia radiactiva al cabo de t dias
viene expresada por la férmula:
Q) =M. et
1) Alcabo de cuanto tiempo la masa M se ha reducido a la mitad
2) Sila masa inicial M es de 27 mg, Jcudnta sustancia quedard aproximadamente al cabo
de 10 dias?. Representar en este caso la masa aproximada de Q(1).

9.- Un lago est repoblado por una nueva especie de peces, Actualmente se estima una
poblacién de 136.000 peces v tres afios antes de 17.000 peces. Suponiendo que la poblacién
de peces crece de forma expenencial (v = k.at), calcular:

2) La funcién que expresa el nimero de peces en funcién del tempo.
b) ;Cuando habra 1.000.000 de peces?
¢} ¢Cuantos afios hace que se introdujeron los 132 primeros ejemplares?

10.- Después de invertir en bolsa un individuo pasa de tener 1000 euros a tener 1300 euros en,
un mes. 5i sabemos que la inversion que realiza sigie una ley exponencial { y = kat},
calcular:

a) La funcién que expresa el dinero en funcién del tiempo
b) Cudnto dinero tendrd al cabo de un afio
¢) Enqué mes tendrd 66541 euros

12.- El nivel de contaminacién de una ciudad a las 7 de la mafiana es de 20 partes por millén y
crece de forma lineal 15 partes por millén cada hora. Sea v la contaminacién en el instante t
después de las 7 de la mafiana.
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1) Hallar la ecuacién que relaciona y con t.
2} Hallar el nivel de contaminacion a las 5 de la tarde.

13.- Para fomentar la utilizacién del transporte pablico entre dos puntos de una determinada
ciudad, una compaiiia de twansportes ofrece sus servicios en unas determinacas
condiciones:

1. Siel namere de viajeros es menor o igual que 20 el billete costara 80€ por persona.
2. A partir de 20 viajeros el precio por billete se obiendra restando de 80 € el mimero de
viajeros que excedan de 20.

14.-Teniendo en cuenta que en cada autobis caben como maximo60 viajeros y designande

como x el ndmero de personas por viaje, se pide:

a) La expresion algebraica v la representacitn grafica de la funcién P(x) que proporciona
el precio que ha de pagar cada viajero.

b} La expresion algebraica y la representacion gréfica de Ia funcién I{x) que proporciona
los ingresos por viaje de la compafiia.

c}Obtener el nimero de viajeros que proporciona el maximo ingreso por viaje ala
compafifa, asf como el valor de dicho ingreso.

15.- A las nueve de la mafiana surge un rumor en una cindad que se difunde a un ritmo de e
+ 1000 personas /hora. Sabiendo que trepresenta el ntmero de horas transcurridas desde
la aparicién del rumor, calcular el nimero de personas que lo habrdn oide entre las diez y
las doce de la mafiana,

16.- Se sabe que cuando comienza el invierno el nimero de moscas de una region decrece y
dicho némero viene dado por la funcién N(f) = ae®, donde tesel iempoendiasyayhb
son dos constantes no nulas,

a) Determinar el signo de las constantes a y b justificadamente

b) Sabiendoe que al cabo de 64 dias el niimero de moscas se ha reducido una 64" parte de
la poblacidn inicial, determinar el valor de b

¢) 5i en1 esta poblacién se estima que el mumere de moscas al comenzar el invierno es de
10,000 ;Cuantas quedaran al cabe de 60 dias?

d) en el supuesto anterior cudnto Hempo Hene que pasar para que queden la mitad de
moscas

17.- Hace cuatro afios que se repoblé una zona con 100 ejemaplares de una nueva especie de
pinos. Actualmente hay 25.000 ejemplares. Se estima quze el ntmero N de pinos viene dado
en funcién del tiempo, ¢, por la funcion N = Ae®, donde A y B son dos constantes, El
tiempo £ se considera expresado en afios desde el momento de la repoblacion.

a) Determina la funcidn que expresa el ndmero de pinos en funcién del Hempo
b) ;Cuénto tiempo se ha de esperar para que haya 200.000 ejemplares?

18.- El crecimiento de una colonia de mosquitos viene dado por la funcién A(t)=Ao.et
Donde Ao y k son constantes no negativas y t es el tiempo en dias
a) Razona elsignode Agv k
b) 5i inicialmente habia 1000 mosquitos v al cabo de un dia aumente a 1800, determina la
funcién que expresa el naimero de mesquitos en funcién del empo en dias
¢) ¢ Cudnto tiempo Hene que pasar para que la colorda tenga 10000 mosquitos?
19.- El crecimiento de una colonia de abejas viene dada por la siguiente funcidn

230
P(t) = ——r—eeee
@ 14356,5277"
a) ;Cuantas abejas habia inicialmente?
b} ;Cudnto tiempo le tomard a la abejas tener una poblacion de 180?
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Definicién 1: Continuidad

Se dice que la funcién I{x) es continua en x = a si se verifica:
a)La funcién esta definida en x = a, es decir, 3 £(a).
b)Existe Limf(x) . Para ello es necesario qued Lim (%) y = Limf(x} y ambos sean

iguales.
c) El valor del Hmite coincide con el valor de la funcién en el punto, es decir,
{,i;zqf‘(x) =f{a}).
Por lo tanto, el valor de una funcidn en un punto debe ser el que le asigna el imite en ese
punto. De no ser asf se dice que la funcion £{x) es discontinua en el punto x = a.
Una funcién £(x) es continua en el intervalo [a, b] cuando lo es en todos los puntos del
intervalo.

Clasificacion de las discontinuidades:

Discontinuidad evitable en x = a: Esta discontinuidad se tiene cuandod Lim f{x) , pero
xeret

no existe f(a). Geomeétricamente corresponde a una grafica que tiene un agujero en x =

a

Para hacer que {a funcién sea continua en este punto basta con definir f{(a)= Lim{(x):
X

Discontinuidad de 12 especie en x = a: Esta discontinuidad se tiene cuando 3 %i mix) y

3 f(a), Pero toman valores distintos, Graficamente corresponde a una grafica donde el
punto (a, f{a)) esta fuera de su lugar.

existen los limites laterales en x= a pero toman valores distintos. Geométricamente
corresponde a una grafica que en el punto
(a, f(a)) esta rota y presenta una especie de escalén.

cuando alguno de los limites laterales en x = a tiende a « 6 a -», Geométricamente la
funcion tiene una asintota vertical en ese punto.

Definicion 2: Derivabilidad

Se dice que la funci6n {(x) es derivableenx = a si:
a) Escontinuaenx=a.
b) Existe f “(a), es decir, existe f+'(a) ¥ existe £."(a) y son iguales

Aparte de los problemas de continuidad las funciones valor abscluto tienen problemas de
derivabilidad en los valores de x que anulan el intericr del valor absoluto.
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Ejercicios

1° Dadas las siguientes funciones, estudiar su continuidad y derivabilidad

-x six=g2
a) f(x)=4-1 si2<x<5 2x six<0
x—6 six>»3 ) f(x)={x"+1 si0<x <4
! six>4
S5x-2 six £1 x—4
by f(x)=y-2 six=2 2 si-4<x<0
i ix>2 z
—X
;. ° h) fx)=1{x" sio<x<2
Lk R X6 Gosx<4
¢) =1 x -2 z
3 six=2 -3 six <2
. x—2 six>3 . 3x+3 sf —2<x <0
Bfx)=y , .
d) f)=9x+2 . —x*+2x+3 si0<x<3
six=3 ) )
X-2 X°=9x+18 six >3
-1 si ~§sx<4 2x+2 x«l
) f(x)=<x+2 si —4<x<2 A =q4x  1<x<2
LA SR
x x-4
Ix+1 x<l

x274‘ si—4=<x=x4
k) F{x)=<4dx lax<2

X9 x>2
x*-1 s x=0

2x-3 si x>0

X-+1 six>4

) £(x) = {'

by f(x)ﬂ{

2° Calcular los valores los pardmetros para que la funcién sea continua en R. Bstudiar la
derivabilidad paraesos valores
ax+1 x<l

1) fix)=42x-b lsx<2

ax

a f(x)={e six<0

x+2a six>0

3x+3  x»2 5 f(x):{xz—sx“h s x<0
ax+2  x<l —-x+bx s x>0

2) f)=qx+b 12x<2 ex six=0
x+42 x>2 o f(x)z{ax b six>0
x+a x<1 xhhx sil<x=l

3 fx)={br-1 1sxs2 7 f(x}{a(l—el'”) s x>1
Xx+3 x»2
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Caolesin ™

senx
3° Dada la siguiente funcion : f(x)=
k sx=0

+2 si x#0

1.- Calcular los siguientes limites de funciones;

¢ Hay algim valor de k para el cual f(x) sea continua en x=0?

. xt-3x-1 oY >
1 i Ll T 1. fim| 2=t 35. hm[”“J
x"sen sixz0 =l xt —x—2 el ) el x4 3
. . . Ix*+
4° Consideralafuncion f{x)= X Siendo n un nmero natural JENE P
0 si x=0 2£1ﬁn\%x 7 0. hm[ j 36. tim| & —dx—1)
a) Demuestra que f es derivable en x=0 para n=2 R =R NIx-2-2 e S
b) Demuestra que f no es derivable en x=0 para n=1 3. Einﬁ T e Jxt +1 _— 35 145
. . % 0 Zx 43 Y w4y = 2%0
5° Bstudia analiticamente la continuidad y derivabilidad de las funciones: (24 : X-ox
Y * E(gjﬁg 22, xliI_}r:ﬂf+ —-vxt -1 a8, hmﬂ
¥ six<0 Lsix=0 5. limYrr2—2 x%2x4 e
=31 | R S . Vry+7-3 39,|jm7x —2x+7
: — six=0 23. lim so Sx_ 0yt
Flxy=<1 six=0 x* o1 x—4 = oy \ s
M —— -
2x+1 six>0 X six<0 TR oy -2 o h'm(xz.l] " ﬁm[zgf 1_1 32;1 }
5 FE =9kt x x>0 o pm YEHI=2 N x . e "
x-1s81x<1 X ToEd 2x—6 ) o5 lim 5xY +3x  +6x+8Y 5 5
2= e . e™ six<0 3V el 1027 4+ 4x7 +dx 41. 1irn( - -2 ]
— &' -1 six>1 6 Flx)= 8 lim wval gt -1 p—1
x-1 1-x six>0 x| Yy 4 2 .
In(x-1) six<2 (/—“ el R 42, lim — —
5six<-5 Se= 3( : i o ImNaT 49 -vx43 . ]jl%( - J T A9t -2
= x-6 six=2 x —6x+9)
° : . 1 1 . Jart -
3 f(x)=qx+2si-5<x<-2 e si<0 10. hmi[ﬁ_xz 9] 27 lin -7 43, 1imi”25f”—1;r3
5 — — 5 e +H+
X' +dx+4 Gix> D g (=41 si0<x<3 ! s : +§
2x+4 2 Cwa - (3x= 4t . (15x° +65+8) = 44, fim ————e
K +3x+2 8ix23 11 11{3(2):—2] 28. E»nm[mw,ﬁ i a3 s Lo
3° Representar, escribir como una funcién a trozos y estudiar la continuidad y 12. E}l Gr2-x ) ) 5. Bl c ‘/_
derivabilidad de; 3 iox 20 lim| **E ¢ +1 46. Hm (f —3-x_
f(x) = |x2 = =]x2-3 fim e T =0 x4+ 1 -
a)f(x) = |x2-1|. b) £{x) = |sen x]. €) f(x) = |x2-3x -4 13, lim -> .
2 it —Tx+10 ' R 47, tim ﬂtbc2 ~1-(2x-1)
d) f@=llogax-2 &S =[og (e D) £) £(x) = |&* - 2§ eI 30, »m[n j == -
2 14 fim xz—l__x—l et 241 48, fim )
2 8 'Hm;,‘ — 95 —fn?
4° Calcula el valor de "k" para que las siguientes funciones sean continuas: A7 7“ 3L [MJ * 2x el
15. ]jm( sl x? o+ dxt oy dx C (xrd¥
, , \ , el 3x 45 49, lmn| ===
x+1gix <1 ksix=0 X+l osiox<1 f s =y
a) f(‘() = 2 . _ C) f(x} = . . 1 3 Gr+2
3-kxPsix>1 b)) =5 4x° . kx+3 sil<x 16, lim|1—= L 3x— 2N C(3x+3
; - sl x=0 w-bo x 32, lim 50. lim
X +2x w2 = 3x = 3x -5
- ! —3x+5 % 2 -
5% Bstudiar la continuidad y representar graficamente las discontinuidades de: T 4yt ~3x+ 2 33. slol—rﬁo il 51. hm[iij%] i
2 2 2 ool pt —dx+2
-1 x°—4 -9 1
8) (X} = ———  b) )= J) f(x}—————————-—  (3gea\Ta ng il 2 5543 Py
x* —dx+3 *+x-6 Z_5x+6 18. lim e P Cae 1se_2) B2 lm——*—
sl x5 =L 2x 4 x =3

R-MATCNSI 27 R-MATCNSI 28




Calcula las asintotas de las siguientes funciones:

75 =3 P -x+2 x'+1
a) f(x)zm b) f(x)=-x— ) f(x) = ;

z 6x x? —S5x+4
d) f(x} =2 fx) = o XX E
)iy = & i) = i = T2

xt+4 xt+11 . _ox

0= W= T4

1.- Tasa de variacién media
Responde a la pregunta scuantas unidades crece la variable y por cada nna que crece la
variable x?.
Ay P - Fa) fg R - 1)

m Ay Xy =Xy h

metros es, 5(t) = 3t2 - t + 1. Hallar la velocidad media entre t =2 y t = & segundos.

Como la velocidad es la variacion del espacio ; Ay _S(6)-82) 10311

23m

respecto del tempo, se tene: m Ax 62 4

2.- Tasa de variacién instantinea

Es el limite de la tasa de variacién media, cuando los intervalos donde se mueve la
variable independiente se hacen cada vez més pequefios. Estudia como varia ia funcién
en un purifo. :
F(xy)=Fx) Flxg + A - fxy)
- Lim - TRV g 200
P Ax—0Ax Ko %) Xy X h—0 h

5i Ia funci6n varfa positivamente es que por ese punto pasa creciendo, y si la funcion varfa
negativamente es que por ese punte la funcién pasa decreciendo.

R-MATCNSI 29

i

5(x) =3t2 - t + 1. Hallar la velocidad del mévil en el instante ¢ = 2.
o S@+R)-82) _
1 h0 h

1) 52+h)=32+h)2-(2+h)+1=11+5h+3h2

2) §(2)=34-2+1=11
3) S(2 + h) ~ 5(2) = 5h + 3R2
8 S(2+h)-8(2) 5h+3h*
b h
3.- Derivada de una funcién en un punto

Lim (5+3h)=5
h—=0

5+3h

f'(a) = Lim f(a"l-h)"*f(ﬂ)
b0 h
Coincide con la tasa de variacion instantanea de la funcién en el punte a.

La derivada de una funcién en un punto x = a es

Ejemplo: Calcula la derivada de la funcién f(x) = 2 enel punto xo = -1
x+3
A-1+H) -2

fERRR-FEY | (13 143 3 3 3

Fi=1y= Lim = Lim = Lim —— =
0 P R0 h A0 hR+2y Bo0R+2 2

4.- Funcién derivada
Se llama funcitn derivada de la funcién £(x) y se escribe f (%) a la funcién:

Fx+i -5

oo g
2x
Ejemplo: Caleular la derivada de la funcién /(%)= Y
Asth) | 2x
Pl i JEHIZSED L emed ke 64 o 6 )
50 h fra 5 f PRI = PR
1
{(x+ 3)2

5.- Inferpretacién geométrica de la derivada

Geométricamente la derivada de una funcién en un punto es la pendiente de la recta
tangente a la funcién en ese punto. Il
Pendiente de la recta tangente = m; = f "(xo) /
La ecuacidn de la recta tangente es: Flxa)
¥ - fxo) = £ “xo){x - x0) T
Ejemplos: o !

1.- Calcular la ecuacién de la recta tangente a la funcién i{x) = 3x3 - 2x + 1 en el punto x =
2,
Necesitames {(2) y (2} =my, £(2)=38-22+71=21; f(x)=0:2-2;
fr2)=94-2=34
ry:y-21=34(x-2); 3dx-y-47=0
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2.- En qué punto de la gréfica de la funcién £(x) = x2 - 6x + 8 la recta tangente es paralela a
la bisectriz del primer cuadrante, (¥ = x). (Rectas paralelas significa que tienen la misma
pendiente).

La pendiente de la bisectriz y =x esm =1, por lo tanto me = 1

Como me = f “(xs), esto significa que £ (xo) =1, de donde 2xg - 6 =1=x0=7/2

Para calcular la segunda coordenada del punto sélo tenemos gue sustituir este valor en
la funcién, yo = f(xo) =1{(7/2) = (7/22 - 6(7/2) + 8= -3/4

Tl punto de tangencia es el punto P(7/2, -3/2)

6.- Reglas de derivacion para las operaciones de funciones
I (flytglx))y= fxytg'(x) 2(f(x)gCx)'= f(x).glx)+ f(x).g (D
30(1(35)} _ S @)gx) - g fx)

g(x) & (x)
{Flghl)))'= f (g(h(x0).g"(R(x))H (x) (regle dela cadena)

7.- Tabla de derivadas

flx)y=a Fxy=0 (a=constante)
f(x)=xn Fy=nx2t (n=n% fx)=u" £ = unlu (u = £(x))
1

f(x) = ¥x (%)= = Zfu ()= 7
()= ¥x £ e )= £(0) Al
f(x) = Ln{x} f'(x) = i fx)=Lnfu) ()= -Ll;.u'

f(x) = loga(x) f(x)= %,logne f(x) =loga(u) f(x)= %.logﬂe.u'

f{x) = ax f'(x) =a*Lna f(x) =av f'(x) =a*Lnau’

fix)=ex £(x) = ex f{x) = e f(x) =exu’

f(x) = sen(x) £(x) = cos(x) f(x) =sen(u) £(x) =u’.cos(u)

f(x) = cos(x) o= -sen{x) f(x) =cos{u) f(x) =-u".sen(u)

£(x) = tangfy Fi = — h sec(x) = (1+ 1g%()

f(x) = tang{n) f(x) = a”=usec(u) =u".(1 + tg¥(u))

cos (u)

Tasa de variacion. Aplicaciones de la derivada

1° El crecimiento de una poblacién de bacterias sigue la ecuacion p(t)=3t2-2t+1. Calcular:
a) Velocidad media de crecimiento b} Velocidad instantdnea de crecimiento
) Velocidad instantédnea en el instante +=2

2 ° B espacio recorrido por un mévil tiene la signiente ecuacion s(£)=212-8t+1. Calcular:
a) Velocidad media en el intervale [2,4] b) Velocidad instantanea
) Velocidad instantdnes en el instante t=2

3 Bl crecimiento de una poblacion de micro organismos sigue la ecuacion p(f)=5t2-3t+5.
Calcular:
a) Velocidad media de crecimiento b) Velocidad instanténea de crecimiento
¢) Velocidad instantdnea en el instante t=1
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4° Halla la T.V.M. de la funcién f (¥) = —x2 + 5x - 3 en el intervalo [2, 2 + h] y, con el resultado
obtenido, calcula f' (2).

5°Halla la tasa de variacién media de la funcién f (x) = e* en el intervale [2; 2,001] y comprueba
que su valor estd muy proximo a e,

6° Ecuacién de la tangente a las curvas de ecuacion:

a) y=6x2-x-1 en xp=1 x-1six<i
) e) Flo=q , | en el punte x=0
2 x° sfx>1
b} y=3x"+8en (0,8)
3 2six=1 ' I
¢} y=6x"x*3en (1,5) )= x? -2 six>1 en e pumto
=2 = _ P

G fgEenelpunionrz o BT 2N el punto x=-1

Lnx six>1

7° ¢En que punte de la grafica de la funcian £{x)=x+5x2-8x+2 la recta tangente es paralela a la
recta y=5-8x?

8° ;En que puntos de la grafica de la funcién y=x*x  la recta tangente es paralela a la recta
y=2x-1?

9¢ ;Tn que punto de la gréfica de la funcién f{x)=x’-6x+8 la tangenie es paralela al eje de
(=0 que p Br &
abscisas? ;Y a la bisectriz del primer cuadrante?

10° Una recta tangente a la curva i = x* tiene pendiente 3 y pasa por el punto (0, - 2).
;Cudl es el punto de tangencia?

11° Halla la ecuacién de la tangente 2 Ja curva y = In x que es paralela a larecta y =3x -2,

12° ;Cudles son los puntos singulares de las funciones y = serz x e iy = cos x en el intervalo [0,
2m)?
12° ; Tiene algin punte de tangente horizontal la funcion i = fg x?

13° Escribe la ecuacion de la tangente a la curva f' (¥) = e2-*en el punto donde corta el eje de
ordenadas.

14° Determina el punto de la curva f{x} = 2 - 5x + 8 en el que la tangente es paralelaala
bisectriz del primer y tercer cuadrante, Escribe Ia ecuacion de dicha tangente.

DERIVADAS
Funciones no compuestas:
a3, 2 s 3 3t 306 3
B N=3 125 x4/ =1+ 2242y fE=ady 00—
3 4 2 x x w/ x3 x*

3x? "\/_ 2xafx 5) gL 1
1) f(x)= T F06) = % — In 3+ sere —log, x 8 fxy=x"lnx \/;f.gx
7) f(x) = e serx 4 2% cosx 8 f(x )m Sx - 21 % f(x)= x’senx

0 fix)= Seny + cos x 11 f()7r+inx 12)f{x)»—x+e

SENE — COS X
w s=Leame BE 1S i 1=

x x
16 S =10%gx+e" Inx 17) f(x) = x senx + -{x cos x 18) f(x) = x"-senx + e gx
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Funciones compuestas:

1 y=€ +6x-2"
2 y=-fx' =37 +6
1

x? =5

4y y= enx —cosx
)
5y=x€x]

6 y=§-x* o

3) y=

1
ny= s
¢x+1°

o
8) y = serdx + sen* 3x
9) y=cosBx—cos(x3)
10} ¥ =In (senx}

11) ¥y =log (en\f;i
 x+cosafx
7)6—505\/;

13) y=senl-x*

senSx + cos5x Y
14) y=| ———
sendx —cosSx

lS)y:cosH
x

1-x
16) y=ig,.[—
)=t 1+x

2

12) y

17)y=senx 3
x -

18}y=sen(-e’/

19 y=In § + /e -1

ol
20) y=xSe *
—_—C
_ 2
2) y=n \/m
I4+cos“x

23) y=log(l—x)+~2x—x*

x
24) y=+a® -5* +a-sen[—)
a

25) ¥ =x\/aT—?+az Sen[EJ

a

27) yzgm_m(%m/
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28) y=In (4« Jx?

29) y =1In (serx) + seni]n x)

X
1+x°
o afo)

30) y=sen

1+x
32 y=sen” (erf (enzx:
33) y=c¢08 {._ﬁl_ﬁ)

arccos (senx)

34) p=ofx+ofirx
35) y=1g ’x_
36)  y=seni(x-e”)
37 y=em T
38  y= @enxj]
39 y=tpxnx

40)  y= Va1
g1y y=EiTSEE
cos 4x

47)  y=cosSx-cosx3-3
43)  y=5.eb2.3
44)  y=lnx

5) = senttgo)

46)  y=4/In(4x)

+
iy yolutd
x+1
48)  y=cos x? + cos¥x
49) y=exsenx
(1-x)°
50 R S A
)y 5
51)  y=Ln(x+2)
52)  y= 3%t x3
1-x*
53 =
) 4x* —3x+2
GX
54 =
) Y Lax
5
55 =
) Y x+4y

58y y=x.senx+5.cosx
57y y=3.7eb

33

1-x
58 =lpn——
)y s
1
59) y=Ln v
60) y-In mcfenx
PEa
x-1
61 [ Dbt
X+
) Y Vx+l
62) y — exz.lgx
r
63)  y=sen x7l
x-1
64) y=Ln {+senx
1-senx
65) y= sz.seﬂ(xﬂ}

66)  y=genx.ewost
67)  y=et g
68) y=x'.lorge
69)  y=tg{lnx)
70)  y=In(serx3)
7y y- m[l “f’x J
e
72)  y=Ind(serx)
73)  y=e®axi 1

74) Y= 5% sen(x +1)

-

e"—¢

75) y=
_ ¥ —2x+3

X -1
77) y=sen(x—1)* —sen®(x— 1)

78) vy =sen(yfe™ —1)

79) y:cus(i%),sen(m
x

BO) y=tgIx+tgx®+1tgix

Bl) y=e Jx?+1

xt-1

x4l

&=

76) ¥

82) y=

83) y=10
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_ Ln(x*-1)

84)
x
85) yan(lJrsenx)
tgx
86) i x" senx
zx
1-sen’x
8 vl
7 1+sen’ x
3
-3
88 =2
)y yt+4
2
-1
89 =InZ
) y=in ¥ +3
90y p=inFl
x+3
91)  y=sen'x
92)  y=senx’
el
93) y=(x3+5)%y=in\/i_('sz
+cos’ x
o) £ = (x4 + 5245 - {Tosir=3)
2+ 5%°
95 fx)=1L
A Py
96)  f(x) = ef3.Cos{7x)
97} f{x) =75+ 7tan(/5x* -3
_ Im{6x-1%
08}  f{x) = ——
) 19 La*(6x-1)
Ln(5x+3)
N f{x)= T
SRS Ln* (55 +3)
100) ) = (6x° 22 +5)i - YSen(5 =)
54+2%°
01 9 =Ln T
102)  f(x) = e¥6 tang{2x)
103) f(x) = 5% + 7Cos(+/6x" —2
104) f(x) — eﬂ5x2—2x+3
105)  f{x) = sen(3x+1).cos(5x—2)
106) f(x)=4/tan(5x~2)
107) f{x) _ 10\,’3x2—4x+3
108)  F{x) = cos(3x — 6).sen(dx — 8)
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Problemas de funciones. Derivadas

1.- El elemento radio se descompone segiin la expresion Y{t) = n.e 2% donde Y{t) esla
cantidad en gramos en el instante t, t es el tiempo en aflos, y n es la cantidad inicial en
gramos. 5i se empieza con 500 gramos:

&) jCuéntos gramos quedarén al cabo de 500 afios?

b) ;Cusl serd la velocidad de descomposicién al cabo de t afios?

€) Cudl serd la velocidad de descomposicién a los 1000 aftos?

d) ;Cusnto Hempo tendrd que pasar para que la velocidad de descomposicion sea ignal a -
0,16377.

2.- El ndmero de enfermos por gripe en una ciudad a lo largo del pasado mes de enero ha
venido dado per la funcién Y(t) = 100 + 200e%* donde t representa el nimero de dias
transcurridos a partir del 1 de enero de 1996,

a) JCudntos enfermos habia el 1 de enero?

b) Calcular la expresién algebraica de la funcisn que representa la velocidad de evolucién
del nimere de enfermos al cabo de t dias

¢) Determinar la fecha en la cual la velocidad de evolucién del namero de enfermos ha
sido igual a 803,42 enfermos/ da.

4.- Un banco lanza al mercado un plan de inversién cuya rentabilidad R{x), en miles de euros,
viene dada en funcién de la cantidad que se invierte, x, en miles de euros, por medio de la
siguiente expresién: R(x) = -0,001x2+ 0,04x + 3,5

a) ¢Qué cantidad de dinero se debe invertir para obtener la médxima rentabilidad?
b) ;Qué rentabilidad se obtendra?

5.- El coste total de fabricacién de g unidades de clerto articulo es: C () = 32 + 5g + 75 ddlares.

Fl coste medio por unidad es M(g) = Cly)/q
a) ;Cuéntas unidades se deben fabricar para que el coste medio por unidad sea minimo?
b) Calcula C(g) v M(g) para el valor de g que has halladoc en el apartado a).

60
19 indica los beneficios obtenidos por una empresa desde que

6.-La funcién f(x) = y=—
X+
comenzd a funcionar { f (x) en miles de eures, x en afios, x = 0 indica el momento de
constitucion de la empresa).
a) Haz una representacién gréfica aproximacda de la funcién tenfendo en cuenta el
dominio vilido en el contexto del problema,
b) Al cabo de cudnto Bempo obtiene la empresa el beneficio maximo? ;Cual es ese
beneficio?
c) ;Perderd dinero [a empresa en algn momento? ;Es posible que llegue un momento en
que no obtenga beneficios ni pérdidas? Razona la respuesta.

7% Una discoteca abre a las 10 de la noche v cierra cuando se han marchado todos sus clientes.
La expresion gue representa el mitmero de clientes en funicién del miimero de horas que
Lleva abierta, ¢, es N(f ) = 80t - 10£ 2.

a) ;A qué hora el ntmero de clientes es maximo? ;Cudntos clientes hay en ese momento?
c) ;A qué hora cerrard la discoteca?

8° Una franquicia de tiendas de moda ha estimado que sus beneficios semanales (en miles de
euros) dependen del nimero de tiendas que tiene en funcionamiento (1) de acuerdo conla
expresién: B(n) = -8n®+ 60n* - 961
Determina razonadamente:
a) El nmero de tiendas que debe tener para maximizar sus beneficios semanales.
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b) El valor de dichos beneficios maximos.

9°¢ El niimero de personas ingresadas en un hospital por una infeccion después de ¢ semanas
350¢
200 —3t+8
Caleula el maximo de personas ingresadas y 1a semana en que ocurre. j A partir de qué
semana, después de alcanzar el méxime, el nimero de ingresadoes es menor que 257

viene dado por la funcién: N(i ) = siendot 0O

10° Se sabe que el rendimiento r en % de un estudiante que realiza un examen de una hora
viene dado por: r(t) = 300t(1- t} siendo 0 < £ <1
a) Explica cuando aumenta y cudndo disminuye el rendimiento.
b) ;Cudndo se anula?.
) (Cuéndo es maximo?

11° Una noche oscura y luvicsa, la temperatura T (en grados centigrados) vari6 con el tiempo
t (en horas) segitn la funcién T(t) =t*-9t+ 8si 0 £t£12.
a) ;Qué temperatura habia a las dos de la mafiana?
b) ;A qué hora hubo una temperatura de cero grados?
¢) ;Cudl fue la temperatura maxima?; A qué hora se produjo?
 d} jCu4l fue el intervalo de variacion de la temperatura desde las 0 horas hasta las 12
horas?
€) Dibuja la gréfica de la funcién en el intervalo [0,12] horas

12° Se ha estudiado el rendimiento de los empleados de una oficina & medida que transcurre
la jornada laboral, {Diche némero corresponde al nfimero de instancias revisadas en una
hora). La funcién que expresa dicho rendimiento es:
R(t) = 30t- 10,5t ? + & siendo f el nimero de horas transcurridas desde el inicio de la
jornada laboral. Determina cudndo se produce el maximo rendimiento y cuéndo se produce
elminimo  rendimiente.

13° Supongamos que el coste total de fabricacién de 20 articulos viene dado por

C(x) =3x* +x +48 euros.
a) ;Cuél es el coste de fabricacitn de 20 articulos?
b) ;Cudl es el coste de fabricacion del vigésimo articulo?
<) Hxprese el coste de fabricacién medio por articulo como funcion de x.
d) (Para qué valor de x es minimo el coste medio?
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Monotonia: Es el estudio del signo de la primera derivada en el dominio de la funcién. Se
hace del siguiente modo:
Obtenemos ceros y polos de £ “(x) y hacemos una tabla de signes para f “(x) en el dominio
de f{x).
s 5if (x0) > 0= {(x) es creciente en el punto Xo.
¢ Sif (%) < 0=>£(x) es decreciente en el punto x..
*  5if"(xe) = 0 = X0 es un posible méximo o minimo relativo para la funcisn £(x).

Maximos ¥ minimos (relativos): Son puntos x = a que anulan la primera derivada

(f "{a) = 0) y en los cuales cambia la monotonia de la funcién. Para calcular los méximos y
minimos de una funcién se puede seguir cualquiera de los dos métodos siguientes:

Método 1

a) Se hace la primera derivada de la funcion y se iguala a cero (f “(x) = 0, obteniendo ast
los puntos singulares (x = a) de Ia funcién, (posibles méximos o minimos).

b) Se hace la segunda derivada de la funcion y se sustituyen en ella los puntos singulaxes
antes calculados, presentindose las siguientes posibilidades:

1% £ ~*{a) > 0 = En el punto (a, {{a)) la funcién tiene un minimo relativo.

2% {7"(a) < 0 = En el punto (a, f{a)) la funcién tiene un méxime relativo.

3% f ~“{a) = 0 = En el punto (a, f{a)) la funcién puede tener un punto de inflexién,

Método 2

a) Se estudia la monotonda de la funcién

b) Enlos puntos x = a donde la funcién cambia de forma continua, (que ne haya en ellos
una asintota vertical), de ser decreciente a ser creciente, la funcién tiene un minimo
relativo. En los puntos x = a donde la funcién cambia de forma continua, (que no haya
en ellos una asintota vertical), de ser creciente a ser decreciente, la funcién tiene un
méximo relativo.

Curvatura: Es el estudio del signo de la segunda derivada en el dominio de f(x). Se hace
del siguiente modo:

Obtenemos ceros y polos de f ““(x) y hacemos una tabla de signos para f “(x) en el dominio
de f{x).

e 5if "{x;) > 0 = f(x) es concava hacia arriba en el punto X..

e S5if (x5} < 0= f(x) es convexa en el punte xe.

o 5if (x5} =0=>x%, es un posible punto de inflexién para la funcion f{x}.

Puntos de inflexi6n: Son puntos x = a que anulan la segunda derivada (f “(a) = 0) y en los
cuales cambia la monotonia de la funcién. Para calcular los puntos de inflexién de una
funcion se puede seguir cualquiera de los dos métodos siguientes:

Método 1

a) Se hace la segunda derivada de la funcién y se iguala a cere (f "(x) = 0), cbteniendo asi
los posibles puntos de inflexion (x = a} de la funcion.

b) Se hace la tercera derivada de la funcién y se sustituyen en ella los puntos singulares
antes calculados, presentdndose las siguientes posibilidades:

1%) £ ""(a) = 0 = En el punto (a, f(a)) la funcién tiene un punto de inflexion.
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2% f “"(a) = 0 = Hay que hacer la siguiente derivada de la funcién. Sila primera derivada
que no se anula en el punto x = a es una derivada de orden impar en el punto (a, f(a)) la
funcion tiene un punto de inflexién, v sila primera derivada que no se anula en el
punto x = a es una derivada de orden par, en el punto (a, f(a}) la funcion tiene un
méximo o minimo relativo dependiendo del signo del niimero que quede al sustituir.

a) Se estudia la curvatura de [a funcién

b) Enlos puntos x = a donde la funcién cambia de forma continua, (que no haya en ellos
una asintota vertical), de ser concava a ser convexa, o viceversa, la funcifn tiene un
punto de inflexion.

EJERCICIOS
1.- Estudia v representa la grafica de las siguientes funciones:
1 SO =45 +2) (x—4) 6. f(x) =-xt - 222
2, f)=x4-8x2+7 7. Hx) =3 -3
3. f()= dxt + 4x® - 362 8. ) =3x4-dx+1
4. () = xt - d® - 22+ 12x 9. f{x)=xt+2x2
5 f(x}=x-3x 10. f{x)=x3-3x2-9x

2. Enlafuncidn y=x.e , determina k para que en x=1 tenga un méximo.

3. Caleula los intervalos de concavidad, convexidad y puntos de inflexién de las curvas:
3

X
DY=2Ts

&) Y=Serx.cosx; X & i],Qﬂ':; b) y= e ) by
4. Determina las ecuaciones de las rectas tangente ¥ normal en el punto de inflexitn a las
curvas
a) y=x> -3 +7x+1 byy=x'-1
8. Encontrar las funciones polindmicas f(x) = ax® +bx* + cx + 4, cuya segunda derivada
sea x—1. ;Cudl o cudles de ellas tienen un minimo relativo en el punto (4, -1/3)?

9. Estudia el crecimiente y decrecimiento de las funciones:

1 X _ o8
By= i By s Qy=SSte dy= 26 -3 125410

10. Estudia los méaximos y minimos de las funciones siguientes:
a) y=e’(2x2+x——8> b) y=x* +6x" +12x” +10x +8;

5 +1
o) v=
)y PE

11. La funcién y=ax® +bx + 6 se anula para x=1 y tiene un minimo para x=2. Hallaa y b.

. dy=x" —8x" +3

12. Dada la funcién f{x) = x* —5x* +3x -1, calcula méximos y minimos, intervalos de
crecimiente y decrecimiento. Estudia su curvatura,
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13. Determina k para que la funcion f(x)=x— £ tenga un maximo para x=-1
X

14. Demostrar que la funcién y = Inx—_—i es creciente en todo su dominio.

X+

15, Determina, de forma razonada, todas las funciones f que sean polindmicas de tercer
gradoy que verifiquen /' {l)= £ (-1) = 0. ;Puede existif alguna de las funciones
determinadas anteriormente que verifique F(0)= f(1)=07?

16, Estudia el crecimiento de la funcién f(x) = 2

maximos y minimos relativos,

x* -3y
——— . Determina, si existen, sus
€

17. Bstudia el tipo de curvatura y la existencia o no de puntos de inflexién de las siguientes

funciones:

a) flx)y=2x" —6x7

d) f(x)=+x>+4

e) F()=xe

2
x

18. Bstudiar y representar las siguientes funciones:

1) £(x) = et -2x2

2

£ =
7) x) = ';{_i
10) £(x) = ¥ =242

x-1

14) £x) = x +1 - =
17) £(x) = Ln{x2 -4}

20) f{x)=—

2) f(x) = W -x+2
. 6x
%) f(X) - x?+1
_xr+1
B9 5
= x*
)=

15) £(x) = g2+t
18) f{x)=

21) f(x)=ex(x-1)

b) fx)=— €) fxy=x*-12x*+8
f) fx)=In{x+4)

2
3)f(x)= X+l
X -Sx+4
KA
3
G fx) = =
)69 = 7
13) £ = 222
x* -1

16) £(3) =Ln(x - 3)
19) f{x)=

22) £{x)=

19. Escribe la ecuacion de {a recta tangente a la curva y = 2x3 - 24x2 + 72x - 15 en su punto

de inflexién,

20. Halla la ecuacion de la recta tangente a la curva v = 4x® - 1222 - 10 en su punfo de

inflexion,
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APLICACIONES DEL ESTUDIO DE FUNCIONES

Realiza los siguientes ejercicios:

1) Calcula los valores de a, b y ¢ para que la siguiente funcién f(x) = x® + ax? + bx + c tenga
un minimo en el punto (0, 2) y un punto de inflexién en xo =2.

2} Calcnla los valores de a, b, ¢ y d para que la funcién f(x) = ax3 + bx? + cx + d tenga un
miéximo relativo en xp = 2, un punto de inflexién en (-1, 0) y su recta tangente en xo =90
seay =03x +1.

3) Calcnialos valores de a, b, ¢ y d para que la funcién f(x) = ax3 + bx2 + cx + d tenga un
minimoe relativo en (0, -1) y un méximo relative en (1, 0).

4} Calculalos valores de a, b, ¢, d v e para que la funcién f) = ax* + bx¥ + o2+ dx + e
tenga un punto de inflexion en xo = 0 y en ese punto su recta tangente sea paralelaala
bisectriz del primer cuadrante (y = x), que tenga un minimo relativo en el punto (-1, 0)
y un méximo relativo en xg = 2, . Caleula los valores de a, b, c y d para que la fancién
f(x) = ax® + bx2 + cx + d tenga un minimoe  relativo en (0, -1) y un méximo relativo en
{1, 0}

5) Calcula los valores de a, b, ¢, y d para que la funcion f(x) = ax® + bx2+ ex + d tenga un
punto de inflexién en xp = J y en ese punto su recta tangente es y=x y tenga un minimo
relativo en el punto (-1, 0). 14.

6) Calculalos valores de a, b, ¢ y d para que la funcién £{x) = ax® + bx? + cx + d tenga
unminimo  relativo en {0, 2} v un méximo relativo en {-1, 0).

7) Calcula los valores de a, b, ¢, y d para que la funcién f{x) = ax3 + bx2 + cx + d tenga un
punto de inflexién en xo = 0 y en ese punto su recta tangente es y = 2x y tenga un
minimo relativo en el punto (1, 0),

8) Calcula los valores de a, b y ¢ para que la siguiente funcidn f(x) = x> + ax? + bx + c tenga
un minimo en el punto (0, 2) y un punto de inflexion en xo = 2.

9) Calcula los valcres de a, b, ¢ y d para gue la funcién £(x) = ax® + bx? + ¢x + d tenga un
maximo relativo en xp = 2, un punto de inflexion en {-1, 0) y su recta tangente en xp = 0
tenga de pendiente 3.

10) . Calcula los valores de a, b, ¢ v d para que la funcitén f(x) = ax® + bx2 + ex + d tenga un
méximo relativo en xp = 1, un punto de inflexién en (2, 0) ¥ su recta tangente en xp = 0
tenga de pendiente 2.

R-MATCNST 40



11) La funcién y= x* +mx® + nr+ p tene un méximo en x=-1 y un minimo en x=3 y pasa
per (0,5). Hallam, n, p.

12) La funcion y=ax® +hx? +cx +d pasa por (1,7); tiene sus extremos en x=0 y x=4y un
punto de inflexion en x=2. Calculaa, b, c, d.

13) Sea la funcién y= ax® +bx* +cx+d . Caleula a, b, ¢, d para que tenga un maximo en (-
1,20) ¥y un minimo en (3,-12).

14) La funcién y=x> +»u® +nx + p pasa por el punto (-1,0), tiene un minime en x=1y un
punto de inflexién en x=-1/3. Caleulam, nn, p.

15} La funcién f(x)=x* —ax® —4x+b tiene un punto de inflexién en x=2/3 y se anula en
x=3. Calcula los valores de a v b y los extremos de la funcién.

16) Halla un polinemio de tercer grado cuyo coeficiente del término de grado 3 sea 1,con
un purito de inflexion en {1,1) ¥ que como tangente en ese punto tenga a la recta
x+y=2,

17) Determina la parabola y = ax2 -+ bx + ¢ que es tangente a la recta y = 2x - 3 en el punto
A(2,1) ¥ que pasa por el punte B{5, -2).

Problemas de miximos v minimos

AREAS Y VOLUMENES (PARA PROBLEMAS DE MAXIMOS Y MINIMOS)
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EJERCICIOS:
1° Dividir el mimero 8 en dos sumandos no negativos, tales que el cubo del primero mas el
cuadrado del segundo dé el minimo valor posible.

2° Dos ntmeros no negativos suman 40. ;Cudl es el minimo valor que pueden tomar 1z suma
dei cubo del primero mds el triple del cuadrado dei segundo, y cudnto vaten los nimeros
en este caso?

3° En una amplia pradera atravesada por un camino recto se quiere vallar un campo
rectangular tomando cormno uno de sus lados el camino. Se sabe que el metro de valla del
lado del camino vale a 100 € el metro y la de los otros lados a 20 € el metro. ;Cudl es la
medida del mayor campe que se puede vallar con 36000 €7

4° Dos nimeros no negativos suman 10 . ; Hallar el maximo ¥ el minimo del producto del
cubo de une de ellos por el cuadrado del otro?

59 Se quiere construir una ventana rectangular con 2 m?2 de luz. Se sabe que el precio del
marco vertical es de 80 €/metro y el horizontal 10 €/metro. ;Cuéles seran las medidas del
marco més econémico?
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6° Se quieren vallar dos campos de deporte rectangulares iguales con un lado coman con 600
m de valla (se trata de vallar el contorno de ambos y el lade de separacién). Halla las
dimensiones si el cercado encierra una superficie maxima.

7¢ Dividir un segmento de 60 cm con la condicién de que los dos tridngulos equiléteros
construidos sobre ellos sean minimas.

8° De entre todos Yos rectingulos de perimetro 28 . ;Cudl es el que Hiene mayor
area?

9° La suma de todos los lados de un prima recto de base cuadradaes 72 x
Calcular las dimensiones para que el volumen sea méximo
\folumen prisma = 4rea base . altura y
Area cuadrado = Lado. Lado

10° De entfre todos los rectingulos de perimetro 40 cm determinar el que tiene Ia diagonal
menor.

11° Se desea cercar un terreno rectangular de 60m? ., 8i la tela metdlica cuesta 200 pts e metro .
Determinar las dimensiones para que el gasto sea minimo.

12° Las cinco caras de un estanque de base cuadrada tienen un drea de 192m?. Calcular las
dimensiones para que el volumen sea méaximo. :
Volumen prisma = Area de fa base . altura y
Area cuadrado = Jado. lado
Area rectingulo = base . altura

13° Hallar el volumen méximo del cono que puede generar un trigngulo rectdngulo al girar
alrededor de uno de sus catetos , sabiendo que dichos catetos suman 12.

14° De una pieza de cartén de 12cm de lado se recorta un cuadrado en cada esquina , para
formar , doblando los bordes , una caja de base cuadrada. Calenlar la longitid de los lados

de los cuadrados que se deben cortar, para que la caja tenga J N N L_ x
capacidad méxima. N N
iz
15° Se tiene un alambre de 1 m de longitud y se desea dividirlo el
en dos trozos para formar con uno de ellos un dirculo y con * x
el otro un cuadrado. Determinar la longitud que se ha de _‘ x x E_ N
dar a cada uno de los trozos para que la suma de las 4reas
del circulo v del cuadrado sea minima. * ¥ e /f
H

16° Hallar las dimensiones que hacen minimo el coste de un contenedor L_r_.____.. J
que tiene forma de paralelepipedo rectangular sabiendo que su i T
volumen ha de ser 9 m?, su altura 1 m y el coste de su construccién por |~
m?es de 50 € para la base; 60 para la etapa y 40 para cada pared lateral. e

17° Recortando convenientemente en cada esquina de una ldmina de
cartén de dimensiones 80 cm x 50 cm un cuadrado de lado x y
doblando convenientemente (véase figura), se construye una caja.
Calcular x para que volumen de dicha caja sea maximo
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18° Unrectangulo de perimetro 12 gira alrededor de un lado y genera un
cilindro, calcular las dimensiones del rectingulo para que el volumen del
cilindre sea méaximo.
Volumen cilindro = Area de la base . altura

19° Unrecténgulo de perimetro 20 gira alrededor de unlado y genera un
cilindro, calcular les dimensiones del rectdngulo para que el volumen del cifindro sea
méaximo,
Volumen cilindro Area de la base . altura
Area del circulor 2 X

20° La suma de todos los lados de un prima recto de base cuadrada es 48

Calcular las dimensiones para que el volumen sea maximo
Volumen prisma = drea base . altura
Area cuadrado = Lado. Lado ¥

21° De entre todos los rectangulos de perimetro 20 cm determinar f que tiene 12 diagonal
menor,

22° Se quiere conshruir una pista de entrenamiento que consta de un rectingulo y de dos
semictrculos adosados a dos lados opuestos del rectangulo. Si se desea que el perimetro de
la pista sea de 200 m, halla las dimensiones gue hacen méxima el drea de la regién
rectangular

23° Se desea construir una caja cerrada de base cuadrada cuya capacidad sea 8 dm? Averigua
las dimensiones de la caja para que su superficie exterior sea minima.

24° Se quiere constriir un recipiente conico de generatriz 10 cm y de capacidad méxima. ;Cudl
debe ser el radio de la base?

25° Una boya, formada por dos conos rectos de hierro unidos por sus bases ha de
¥ P b
ser construide mediante dos placas circulares de 3 m de radio, Calcular las
dimensiones de la boya para que su volumen sea méximo.

26° Con una cartulina de 8X5 metros se desea construir una caja sin tapa, de
volumen méximo, Hallar las dimensiones de dicha caja.

27° Dos postes de 12 y 28 metros de altura, distan 30 metros entre si. Hay que
conectarlos mediante un cable que este atado en algin punto del suelo entre los
postes. ;En qué punto ha de amarrarse al suelo con el fin de utilizar la menor longitud de
cable posible?

28° Un fabricante desea disefiar una caja abierta con base cuadrada y que tenga un érea total
de 108 metros cuadrados de superficie. ;Qué dimensiones producen la caja de mdximo
volumen? Dato: La abertura de la caja es uno de los lados cuadrangulares

29° Se considera una ventana rectangular en la que i Iado superior se ha
sustituido por un tridgngulo equilitero. Sabiendo que el perfmetro de la
ventana es 6,6 m, hallar sus dimensiones para que la superficie sea mdxima

30° Una empresa inmohiliaria ha decidido convertir ua hotel en 65 estudios.
Alquilande a 600€ cada estudio, conseguiria alquilarlos todos, y por cada 20€
que aumente ¢l alguiler, alquilaria uno menos. Si cada estudio alguilado requiere 60€ mensuales
de gastos, ja cudnto debe-alquilarlos para obtener méximo beneficio?.
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Mediana

M: Valor de xi que ocupa enla
L. N+l
tabla la posicion =

La posicion se mira en la columna
deF;

Obtenemos el intervalo de
mediana (en el que se encuentra la

!
posicion NT+ )

Moy

-1
M=L+Ct—0ou-
£
Fi .1 = frecuencia acumulada del
intervalo anterior al de mediana
fi = frecuencia absoluta del

intervalo de mediana

P

Cuartiles: Valores de
xi que dividen la
distribucién en 4
partes iguales

Qr: Valor de x; que ocupa la
posicién N/ 4.

Qn Mediana.

Qa: Valor de x; que ocupa la
posicion 3N /4,

1= Intervalo de posicion N/4

"I\l - B,
Q=L+ C+—r
1 ;
Q2 = Mediana
s = Intervalo de posicion 3N/4
N
T
Q=Li+C Lfm

Quintiles: Valores de x; que dividen la distribucién en cinco partes iguales.

Ki: Valor de x: que ocupa Ja posicién N/5
Ka: Valor de x; que ocupa la posicién 3N/5

Kz Valor de x; que ocupa la posicion 2N/5
K4 Valor de x: gue ocupa la posicion 4N/5

Deciles: Valores de x; que dividen la distribucién en diez partes ipuales

Cilculo de pardmetros:

Pardmetros de centralizacién

Percentiles: Valores de x; que dividen la disiribucién en cien partes iguales

Parametros de dispersidn:

Rango: Diferencia entre el mayor valor de x; y el menor

Media aritmética

a=X=3 20

Moda

M,: Valor de x; que tiene mayor
frecuencia, f:

Obtenemos el intervalo modal (el
de mayor frecuencia)

Me=Li+ CL
D +D,

Li = limite inferior del infervalo
modal
C = amplitud de la clase
1 = diferencia de la frecuencia de
Ia clase con Ia frecuencia de la
clase anterior
D; = diferencia de la frecuencia de
la clase con la frecuencia de la

PR

Varianza: 52 =

Desviacion tipica:

_iz S = /8

Desviacién media:
n
R
D= =
N

clase posterior
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Intervalos de confianza
Para distribuciones unimodales y simétricas o ligeramente asimétricas, se verifica que:

1.- En el intervalo (; -1, X+ W), se encuentran el 68% de los datos

2.- En el intervalo. (X - 2k, X+ 21}, se encuentran 1 95% de los datos

3.- En el intervalo (; -3, X+ 31}, se encuentran el 95% de los datos
Comparacién de puntuaciones. Puntuaciones tipicas

Se llaman puntuaciones tipicas de la variable X a los valores:

X —

Se utilizan cuande se quieren comparar puntuaciones obtenidas en diferentes estudios, o
una puntuacién respecto de 2 o més conjuntos de datos.
Coeficiente de variacién

g
= < Relaciona una medida de dispersion {S), con una medida de centralizacion (X )
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Ejemplos

1.- El consume de unidades de un determinado producto en 100 establecimientos de
una ciudad fue el siguiente:
28, 32,45, 6,12, 93, 36, 74, 10, 16, 49, 5, 32, 47, 76, 80, 8, 95, 16, 68, 35, 73, 59, 27, 9, 86,
42,19, 58,37, 29, 6, 88, 20, 5, 90, 91, 13, 46, 29, 97, 38, 56, 12, 7, 63, 24, 91, 85, 73, 92, 26,
8,42, 35,97, 91, 43, 64, 92, 57, 23, 54, 6, 21, 39, 63, 47, 55, 61, %4, 52, 23, 74, 67, 9, 18, 39,
61, 86,25, 47, 69,73,12, 5,42, 7,39, 45, 6, 93, 18, 75, 41, 23, 52, 37, 21, 95
Construir una tabla de frecuencias de datos agrupados en seis intervalos de igual
amplifud comenzande en 3,5 y representar su frecuencia absoluta, Caleular la media
aritmética, mediana, moda, primer y tercer cuartil, percentil 90, varianza, desviacién
tipica y coeficiente de variacion.

marca de
Intervalo clase x; fi E hy H; xify x:2f;
=3
(3,5,19,5) 11,5 23 23 23/100 | 23/100 2645 3041,75
{19,5, 35,5) 275 17 40 17/100 | 40/100 4675 12856,25
{35,5, 51,5) 435 19 59 197100 | 59/100 826,5 36952,75
(51,5, 67,5) 59,5 14 73 14/100 | 73/100 833 49563,5
{675, 83,5) 63,5 10 83 10/100 | 83/100 635 403225
{83,5,99.5) 61,5 17 100 17/100 1 1555,5 142328,25
100 4582 284065
T8 4582
100 o
Intervalo modal: (3,5, 19,5 _E’
Mo = 35 41622 = 47,68 3
2346 <
Intervalo de mediana: (35,5, 51,5) | -£
_ 5640 5
M=355+16 =4392 -1
19 g
Intervalo de Qi: (19,5, 35,5) i
=195+ 16222 2 21,38
Intervalo de Os: (67,5, 83,5) Intervalos
75-73
1= 67,5+16 = 70,7
Intervalo de Pan: (83,5, 99,5)
Poo = 83,5+ 162053 .. 90,08
284065 .
§2= _I—W —(45,82)* =741.1776, 5= ./74L1776=2722, d=2722/4582=0,59
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2.- Las calificaciones de 40 alumnos de una determinada clase en una asignatura son
las siguientes:
x |3 4 5 6 7 8 9 10
i ]2 3 7 8 6 6 5 3
Construir una tabla de frecuencias y representar los datos en un diagrama de barras y
en un diagrama de sectores. Calcular la media aritmética, mediana, moda, primer y tercer
cuartil, percentil 90, varianza, desviacién tipica y coeficiente de variacién.

Xt fi 2 hy H; Xifi %26
3 2 2 2/40 | 2/40 6 18
4 3 5 3/40 | 5/40 12 48
5 7 12 7/40 |12/40 | 35 175
6 8 20 8740 | 20/40 | 48 288
7 6 26 6/40 1 26/40 | 56 392
8 6 32 6/40 132/40| 48 384
Q 5 37 5/40 137/40 | 45 405
10 3 40 3/40 1 30 300
40 280 | 2010
7=, gl g5
40 7
Mo=6

Posicién de la mediana =21.5; M = 62i =65

Posicion der =10, =5
Posicion de (3 = 30; Qs =8
Posicion de Pop =36, Pos =9

Varianza =52 = %2 -7 =125 5=4J.25=111

EJERCICIOS
1.~ La siguiente tabla da las edades a las que comenzaron a sentarse los nifios de una muestra
particular: Meses 2|11 ]16]9 8] 7 615

2) Obtener las frecuencias Frecuencia 1 6 7 [ 14 {28 [ 3521110

relativas
b) Construir el diagrama de barras ¢ ;Cudl es la mediana?
2.- Los pesos en kg, de 20 alumnos de un: clerto centro sor: 51, 47, 55, 53, 49, 47, 48, 50, 43, 60,
45, 54, 62, 57, 46, 49, 52, 42, 38, 61.
1} Agrupar los datos en clases de amplitud cinco, siendo el exireme inferior del primer
intervalo 37,5,
2) Dibujar el correspondiente histograma y calcular 1a media de los datos agrupados
3.- Las dianas logradas en un campeonato por 25 tiradores fueren: 8, 10,12, 12, 10,10, 11, 11,
10,13, 9,11, 10,9, 9, 11,12, 9,10, 9,10, 9, 10, 8, 10.
1) Resumir los datos anteriores en una tabla de frecuencias absolutas y relativas y dibujar
el correspondiente diagrama de barras.
2) Calcular la media y mediana del conjunto de datos,
4.- Los pesos en kilogramos de 20 alumnos de un colegio son: 51, 47, 55, 53, 49, 47, 48, 50, 43,
60, 45, B4, 62, 57, 46, 49, 52, 42, 38, 61.
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1} Agrupar los datos en clases de amplitud cinco siendo el extreme inferior del primer
intervalo 37.5. Dibujar el correspondiente histograma y calcular la media de los datos
agrupados.

2) Comparar la proporcion de observaciones en el primer intervalo con la que cabria
esperar bajo una distribucion Nermal con media 50 y desviacion tipica 6,4.

5- Los pesos en miligramos de 20 recién nacidos son: 3686,3724, 3547, 2539, 4042, 3959, 3519,
3180, 3401, 2524, 3515, 3426, 3436, 3146, 2891, 3191, 2565, 1764, 3948, 2945,
1) Construir una tabla de distribucién de frecuencias cuyoe primer intervalo sea
[1600, 2200) y todos los intervalos tengan Ia misma amplitud.
2) Determinar graficamente entre que pesos estara el 90% de la muestra, considerados
excluidos el 5% con peso més bajo y el 5% con peso mas alto.

6.- El histograma de frecuencias agrupadas para ciertos datos es:

Frecuencias 13

10

1 4 3
——
2.5 75 12,5 17,8 22,6 27,5 32,5 37,5
Extremos de intervalos

Calcular la media v la desviacion tipica

7° Con la variable edad, en afios, de una muestra de 100 personas se forma la siguiente tabla
de frecuencias:

1) Completar la tabla de frecuencias
2) Calcular la media y la desviacién estdndar Edad en afios | Frecuencia acumulada
usando la tabla. [10-30) 10
[3C - 50) 30
8° Se han obtenido las pulsaciones de un equipo de [50 - 70) 60
atletas después de una carrera. Los datos [70 - 90) 84
obtenidos son los siguientes:
Se pide: Pulsaciones 70-74 | 75-79 | 80-B4 | 85-89 | 90-94 | 95-99
1) Las marcas de clase NipHl teatelsmedianpg 3 7 10 12 8

3) El coeficiente de
variacion, es decir, el coeficiente entre Ia desviacion tipica y el valor abscluto de la media.

9° El miimero de dias que faltaron al colegio los nifios de una clase se recogen en la siguiente

Se estudian conjuntamente 2 variables estadisticas y se pretende saber que tipo de relacién
existe entre ellas.

Variable estadistica bidimensional: (X, Y}

Tablas: tablas de doble entrada o tablas largas

Representacién: mediante una nube de puntos

Célculo de pardimetros

L S
inyiﬁ Coeficiente de correlacion lineal: r =

Covarianza: Sy, = =L

Xy

X7 5,5,

El coeficiente de correlacion lineal indica el tipo de relacién o dependencia existente entre
lag variables Xe Y Elvalordersiempreestientre -1yl =-1<r<1

Correlacion
A partir de la nube de puntos podemos indicar si la correlacion entre las variables es
lineal o curvilinea, positiva (. } o negativa ( \A}, funcional (recta perfecta), fuerte o
débil.

Dependencia o correlacion funcional: r = x1

Dependencia aleatoria o correlacion lineal: r# +1

Dependencia o correlacion positiva: 0 <r<1

Dependencia o correlacion negativa: -1 £r <0

Independencia aleatoria o variables incorreladas: r =0

Dependencia o correlacion fuerte: Cuando r estd proximoal 6a -1
Dependencia o correlacion débil: Cuanto més lejos estdr de 1 6 de -1

Regresién
Se trata de buscar la ecuacién de la recta que haga minima la suma de las desviaciones de
los puntos de la nube respecto de los correspondientes de las rectas.

Las ecuaciones de las rectas de regresién son:

- 8 -
Recta de regresion de y sobre x: y~y = -S-"zi(x —x) => Conocido un valor de la vaviable x

hace minimo el error cometido al calcular el correspondiente valor de la variable y

-8 -
Recta de regresién de x sobrey: x—x = —S%(y - y)= Conocido un valor de la variable y
¥
hace minimo el error cometido al calcular el correspondiente valor de la variable x

tabla;
1) Calcular la media y la desviacién Namero de dias (011234 516]7/10]12
tipica. Frecuencia 9|5/4|3|2|2|1]1]1]1

2) Calcular el tercer cuartil

10° Los alumnos de un centro obtuvieron las siguientes notas finales en un examen de
selectividad: 5.4, 5.6,5.6,5.7, 5.7, 5.7, 5.8, 5.9, 5.9, 6, 6.2, 6.4, 6.6, 6.7, 71, 7.8, 8.3, 9.4, 9.5.
1) Dibujar el histograma correspondiente a las notas agrupadas en cinco intervalos de fa
misma amplitid,
2) Ttilizar la distribucién anterior para calcular un pardmetro que refleje la dispersion de
esta muesira
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Consecuencias:

L.- Todas las rectas de regresion pasan por el punto (x, y).

2.- 56lo es aconsejable hacer regresion cuando la correlacion es fuerte, pues en caso
contrario las estimaciones obtenidas no son fiables.

3.- La pendiente de la recta de regresion tiene el mismo signo que el coeficiente de
correlacion lineal 1.

4.- La pendiente de la recta de regresion indica la inclinacién de esta, no la dispersion
de la nube de puntos. La dispersién de la nube de puntos sélo la mide r.
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Ejemplo
Las calificaciones que han obtenide 40 alumnos de 1° de bachillerato en Matematicas
() y en idioma (Y}, vienen expresadas en la siguiente tabla de doble entrada:

Y 5 & 7 8 9 10
5 3 2 4
6 3
B 5 6
10 7 6 4

Representar el conjunto de datos. Indicar que tipo de correlacion existe. Construir la
tabla larga relativa al conjunte de datos y calcular el coeficiente de correlacion lineal. A
la vista de este coeficiente jes aconsejable hacer regresion en este caso?

X | vi| & xifs yifi x2f; vi2fy Xiyify
55| 3 15 15 75 75 75
51613 15 18 75 108 20
6 | 51 2 12 10 72 50 60
6| 815 30 40 180 320 240
7| 5| 4 28 20 1%6 100 140
B | 8| 6 48 - 48 384 384 384
8 |10 7 56 70 448 706 560
9 |10 6 54 60 486 600 540
W10 4 40 40 400 400 400
40 298 il 2316 2737 2489

A la vista de la nube de puntos existe una correlacion lineal positiva no muy fuerte

¥=28_g4s,  F-3l_gp
40 40
_ 2316 2737

8.2 — (7450 =24 S = (R0 =304
m (7.45) s 20 (8,03)

Sc=424=154  S,=.394=198

2489

Sy = TR 7.458,03=24015, r= 24015

154,198
Con este coeficiente de correlacion no es muy aconsejable hacer regresion, pues al no ser la

correlacion muy fuerte las estimaciones que se establezean al realizar la regresion tendréan
un error considerable,

3
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EJERCICIOS

1.~ Se ha medido el contenido en exigeno Y, en mg/litro, de un lago a una profundidad de X
metros, obteniéndose los siguientes X 15 20 30 a0 50 60 70
datos: Y | 65 | 56 | 54 | 6 | 46 | 14 | 01

La recta de regresién es Y - 4,22 = (-38,59/360,5)[X - 40,71]
Se pide:
a) Coeficiente de correlacion y conclusion estadistica
b) Para una profundidad comprendida entre 75 y 80 metros, ;qué contenido en oxigeno se
podria predecir?

2.~ Dos conjuntos de datos bidimensionales tienen como coeficientes de correlacién lineal
r1 =-0,87y r2= 0,37,
1) Razonar en cual de los dos conjuntos es mejor el ajuste mediante una recta de una
variable en términos de la otra.
2) Representar dos conjuntos de puntos cuyas correlaciones se correspondan
aproximadamente con las dadas.

3- En la siguiente tabla se dan las marcas femeninas de cierta reunién de atletismo:

Distancia (metros) 100 200 400 800 1500
Tiempo: minutos| 0 0 ] 1 3
Segundos| 11 2 48 54 53

1) Calcular el coeficiente de correlacién lineal entre las distancias (metros) y los tiempos
medidos en segundos.

2) Sin efectuar cdleulos, razonar si debemos esperar correlacion positiva o negativa entre
las variables velocidad y distancia.

4.- Dos conjuntos de datos bidimensionales, tienen como coeficiente de correlacién r, = -0,83.
r, =051,
1) Representar graficamente dos conjuntos de puntos cuyas correlaciones reflejen
aproximadamente las dadas.

2) Razonar cudl de los dos conjuntos estara mds concentrado respecto de sus
correspendientes rectas de regresion.

5.- Considérese el siguiente conjunto de datos X[ TT1T213121215 166

bidimensionales:

Y|21{25|31130|38(32]43]3944

1) Sin efectuar cdlculos razenar cual de los
siguientes valores es su coeficiente de correlacion: 0,3, -0,1,-0,9, 0,92 y cudl de las
siguientes rectas es la de regresién de y scbre x:

y =2,03-0,37% v = 5,53 + 0,37x, y = 2,03 - 1,37x, y = 2,03 + 0,72x.
Z)Para el valor x = 3,5 jqué prediccién de la variable ¥ es razonable efectuar?.

6.- En una empresa se seleccionaron cinco
trabajacdores, se anotaron sus afios de
servicio y el tiempo de permiso en horas
solicitado en el tltimo mes. Los resultados obtenidos fueron:

1) Representar graficamente los datos anteriores. Razonar si los datos muestran algfin
tipo de correlacién.
2) Calcular el coeficiente de correlacién e interpretarlo en términos de la situacion real.

X |1 3 2 1415 4
Y | 1 1 3 4 | 6 5
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7.- Considérense las siguientes nubes de puntos:

[ I [
Graf. 1 Graf. 2 Graf. 3

1) Asociar razonadamente las siguientes rectas de regresién de y sobre x a cada una de las
graficas: x+y =4, B3x+y=26,056x-y=1

2) Razonar en cudl de las gréficas la recta de regresion permitiria predicciones mds
precisas,

8.- Un conjunto de datos bidimensionales (X, Y} tiene coeficiente de correlacionr = - 0,8 y las
medias de las distribuciones marginales son X = 3, ¥ =10. Sin efectuar calculos, razonar
porqué las siguientes ecuaciones no pueden corresponder a Ia recta de regresidn de y
sobre x:

y=-2x+16, y=15x+1, y=-35x-1

9.- Se tomaron ocho medidas de la temperatura de una bateria y de su voltaje, obteniéndose
los signjentes datos:

X: Temperatura 10 10 23,1 235 34 315 45 45,6

Y: Voltaje 430 425 450 460 470 480 495 510

1) Sin efectuar célculos, razonar cudl de las siguientes rectas es la recta de regresiénde y
sobre x para los datos anteriores: y = 350 - 2,1x, y =406 - 2,1x, y = 406 + 2,Ix.
2) Para 25 grados ;qué voltaje seria razenable suponer?.

10.- Se experimentd en 8 coches un aditivo, obteniéndose los siguientes resultados relativos a

la redaccidn de 6xidos de X: Cantidad de aditivo {1(1,5] 2 [25[3 |44 |6

nitrégeno: Y: Reduccidén de éxidos |1} 5 {11]10 |33}15:2¢|21

1) Representar en el planc el
conjunto de datos. Razonar si tiene correlacion y en caso afirmativo indicar de gue tipo
€s,

2) Obtener la recta de regresion de y sobre x.

11- Tres conjuntos de datos bidimensionales C, Co, Cg tienen de coeficientes de correlacién
r1 = -0,95, rp = 0,65, r3 = -0,7, respectivamente.
1) Representar graficamente tres conjuntos de puntos cuyas correfaciones se
correspondan aproximadamente con las dadas.

2) Ordenar razonadamente Ios conjuntos de mayor a menor ajuste lineal de una variable
en términos de la otra.

12.- En una empresa de transportes trabajan 6 conductores. Los afios de antigtiedad de sus
permisos de conducir v el nitmero de infracciones cometidas en el dltimo afio por cada
uno de ellos son los siguientes:

1) Representar graficamente los datos X: Afipsde antigiiedad | 3 | 4 | 5 | 6
anteriores. Razonar si los datos muestran | Y: Infracciones 4131211
correlacion y en caso afirmativo indicar

de qué tipo es.

2) Caleular el coeficiente de correlacién e interpretarlo en términos de la situacién real.
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13.- Un conjunto de datos bidimensionales (xj, vi) Hene coeficlente de correlacién @ = -0,9,

siendo las medias de las distribuciones marginales X =1, ¥ =2, Se sabe que cada una de
las cuatro ecuaciones siguientes corresponde a la recta de regresion de y sobre x:

y=-x+2 Ix-y=1 2xty=4 y=x+1
Seleccionar razonadamente esta recta.

14.- En cinco alumnos se observaron dos

variables: X = puntuacion obtenida en X 110 140 90 120 130

un determinado test e Y = nota Y 6 9 5 7 8

alcanzada en un examen de Matematicas. Los resultados se indican en Ia tabla siguiente:
a} Hallar la recta de regresion.

b) Sabiendo que un alumno obtuve un 100 en el test, pero no realizéd el examen de
Mateméticas, predecir, si es posible, la nota que hubiera obtenide.

15.~ 5e tomaron las medidas de la presion sistolica de cinco perscnas diferentes. Los resultados
fueron los siguientes:

&) Dibujar un diagrama de dispersién [X: Edad en afos 20 [30 [ 50 | 60 | 70

para los datos. Y: Presi6n en mm de Hg | 100 | 110 | 120 | 160 | 165

b) Determinar la recta de regresion,

16.- Se ha medido el contenido en oxigene Y X T15 5730 1 a0 150 | a0 | 70

{en mg/litro) de un lago a una profundidad [~ 55 | 56| 54| 6 |46 1401

de X metros obteniéndose los siguientes
datos:

La recta de regresion es y - 4,22 = 3859 (, _ 40,71). Se pide:
360,5
1) Coeficiente de correlacion y conclusion estadistica.
2) Para una profundidad de 35 metros ;qué contenido en oxigeno se podria predecir?.

17.- Los valores de la —
variable talla Talla : 155-164 | 165-174 | 175-184 | 185-194 | 195-204
medida en Nfimero de estudiantes| 23 12 10 4 1

centimetros, en una muestra de 50 estudiantes se recogen en la siguiente tabla:
1) Calcular la media y la desviacion tipica.
2) ¢Cudl es la clase que contiene a la mediana?.

18.~ Una persona estd realizando un régimen para adelgazar. Su tabla de pesos desde que
empezd el régimen es la siguiente: Semanas 1 2131 4
1) Explica si exdste correlacién lineal. En caso Peso en Kg, 72 | 70 | 68 | 67
afirmative razona de qué tipo es.

2) Indica cuél de {as dos rectas y = -1,7x + 73,5, v = 1,7x + 73,5, es la recta de regresion
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19.-

o

10

at

ajTraza, a ojo, la recta de regresién en cada una de estas distribucicnes bidimensionales
) ¢ Cudles de ellas tienen correlacion positiva y cudles tienen correlacién negativa?
) Una de eflas presenta relacion funcional. ;Cual es? jCuél es la expresion analitica de la

i

funcién que relaciona las dos variables?
d) Ordena de menor a mayor las correlaciones.

20.-Representa la nube de puntos de esta

coeficiente de correlacién:

a)r=1098
bY v = 0,87
cjr=05

21° Dada la tabla
Halla:

a) X, 7,5 Sy, Sxy.

b) El coeficiente de correlacién,

Interprétale.

c) Las dos rectas de regresién

22" La media de los pesos de los individuos de una poblacién es de 65 kg, y 1a de sus
estaturas, 170 cm. Sus desviaciones tipicas son 5 kg v 10 cm, La covarianza es 40 kg -cm.

Halla:

a) Coeficiente de correlacién.

b} La recta de regresién de los pesos respecto de las estaturas.
c) Estima el peso de un individuo de 180 cm de estatura perteneciente a ese colectivo.

10

distribucién y estima curdl de estos bres puede ser el

jie

)

22° Observa estas distribuciones bidimensionales

B

by

Asipgna razonadamente unc de los siguientes coeficientes de correlacién a cada grafica:

0,2

~0,9

-0,7

0,6

23° Larecta de > regresion de Y sobre X de una cierta distribucion bidimensional es iy =1,6x - 3.
Sabemos que X =10y #=0,38,

a) Calcula . ¥

b) Estima el valor de y para x = 12 y para x = 50. ;Qué estimacion te parecemds fiable?
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PROBABILIDAD

Es una herramienta de la probabilidad. que sivve para contar.

Para distinguir entre variaciones, permutaciones y combinaciones nos haremos las siguientes
preguntas:

1.- jPueden aparecer elementos repetidos?

ST ;En todos los elementos cada objeto se repite el mismo niimero de veces?

) L m!
51 Permutaciones con repeticién P, =" ——
e nlin2! ns!

NO Variaciones con repeticién VR |, = m"
;

NO: 2.- ;En cada elemento escribimos todos los objetos?
SI Permutaciones P, = m!

NOC: 3. ;Importa el orden?
51:Variaciones ordinarias Vm,n = m(m-1}(m-2).....(m-n+1)

i s m m!
NO : Combinaciones Cop ™ [ ]: ﬁ
- nj =ni(m-n)

EJEMPLOS
;Cuéntos ntmero de cuatro cifras se pueden formar con los digitos 1,2,3,4,5,67

e
VRg 4 = 6% =129

;De cudntas maneras se pueden repartir seis juguetes entre cuatro nifios de forma que cada
nifio reciba un sélo juguete?
Vg 4= 6.5.4.3 =360
’

Cinco amiges van al teatro. ¢ De cuantas formas pueden colocarse en las cinco butacas
adquiridas?
P5 =5!=54321=120

Si queremos que una quiniela tenga 7 unos, 4 equis y 3 doses. ;De cuantas formas podemos
rellenarla?
14 14

743

|
—=120.120
74131

En un grupe de cearenta alumnos se eligen tres para formar una comisién, ; De cuantas
formas puede constituirse la comisién?

40 401 40.36,38
Cynn = = = 0T 2 9880
40,3 [3 J 31370 3.2
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S SUuCesos:

1gHals

ﬁxperimentn aleatorio: Es en el que no se sabe el resultado de antemano.

Experimento determinista: Es el que se sabe el resultado de antemano.

Espacio muestral, E: Es el conjunto de todos los posibles resultados de un cierto experimento
aleatorio. E = Card{E) =n

Suceso aleatorio: Es cada uno de los posibles subconjuntos del espacio muestral E.

Espacie de sucesos, §: Es el conjunito d todos los sucesos de un cierto experimento aleatorio.
S= Card(g) = 2"

Verificacién de sucesos: Se dice que un suceso se verifica si al efectuar una prueba del

experimento aleatorio obtenemos como resultado uno de los puntos muestrales que componen
el surceso.

Inclusién de sucesos: Se dice que el suceso A esta incluido en el suceso B (A B) si siempre que
se verifica A también se verifica B.

Distintos tipos de sucesos:

Suceso seguro E Suceso imposible
Suceso elemental: Formado por un sélo elemento

Suceso compuesto: Formado por varios elementos

Suceso contrario A A® A1 Bs el formado por los elementos del espacio muestral que no estan
enel suceso A, AS=E- A

Sucesos incompatibles: Dos 6 mds sucesos son incompatibles si no pueden verificarse
simultdneamente. En caso contrario se llaman compatibles.

Operaciones con sucesos:
Unidn de sucesos A B: Cuando se verifica A6 B
Interseccién de sucesos A B: Cuando se verifican Ay B simultdneamente

Propiedades:
Unidn
A (B O=({A B) CAsociativa Distributivas
A B=B A Conmutativa A B C=AB (AQ
A = AElemento neutro A BQO=AB (AQ
A E = E Elemento universal Suceso contrarie
A A= A Idempotente A AS=E A AS=
Interseccion
Ee—— c c
A (B O=(A By C Asociativa E = =E
A B=A BConmutativa A=A
A E = A Elemento neutro
A = Elemento universal
A A= Aldempotente
Leyes de Morgan

{AUB}=ANB (AnBy=AUB

Diferencia de sucesos: A-B=A B
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Sistema completo de sucesos: Se llama sistema completo de sucesos a tedo conjunto de suceses
{A), As,......Ap} que cumple las siguientes condiciones:

L-UA=E

2.- AjUA =& V1% (Incompatibles 2 a 2)
Experimentos compuestos: Son los formados por varios experimentos simples.

Espacio compueste: Es el espacio muestral de un experimento compuesto.

Frecuencia de un suceso:
- Frecuencia absoluta, £ Es el niimero de veces que se verifica un suceso.
- Frecuencia relativa, f: Es la frecuencia absoluta/N® de veces que s realiza el experimento.

Propiedades de las frecuencias:
=< fr(A) <1
fi(Ey=1
3i A y B son sucesos incompatibles entonces i(AUB) = fi(A) + &(B)

Probabilidad de un suceso:
Def. clasica, (Laplace):
P(A) =1n° casos favorables/n® de casos posibles.
Los sucesos elementales deben ser equiprobables.
Def, axiomética, (Kolmogorov):
Sea E el espacio muestral de un experimento aleatorio. Se llama probabilidad en E a toda
aplicacion que asigna a cada suceso un nimero, de tal forma gue cumpla las siguientes
propiedades:
1-0 < P(A)
2-PE)=1
3.- Si Ay B son sucesos incompatibles entonces, P{AVUB) = P(A) + P(B)

Consecuencias de los axiomas:
1.-Para todo suceso A, 0 < P(A) = 1
2-P(A%y=1-P(A)
3.-PEh=0
4.-81 AcB entonces P(A) < P(B)

Probabilidad de la unién de sucesos, 6, alguno, al menos uno = w:

-Suceses mcompatibles (los que no tiener nada en comuin, AmB = &):
PAAZULLUAY) = PADP{AL . AP(AY)

-Sucesos compatibles (los que tienen algo en comin, AnB = &):
P(AUR) = P(A) + P(B} - P(AMB)
P(AUBUC) =P(A) + P(B) + P(C) - P(ANB) - P(ANC) - P(BNC) + P(ANBNC).

*En el caso de tres o maés sucesos calcularemos la probabilidad de su unién utilizendo €l suceso
contrario y las leves de Morgan.

PAUBUC)=1-P(ANBNC)

Probabilidad condicionada, sabiendo que /: Sea A un suceso tal que su probabilidad es distinta
de cero; pare cualguier suceso B, llamaremos probabilidad de B condicionado por A

P - LAO)
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Consecuencias: Probabilidad de [a interseccitn de sucesos, Y, ni = N
-Teorema de la probabilidad compuesta P(ANB) = P(A)P(B/A)
P(AMB) = P{B)P(A/B)
-Sucesos independientes y dependientes:
Ay B son independientes si P(B) = P(B/A); es decir si P(AnB) = P(A)P(B)
Ay B son dependientes si P(B} = P(B/A); es decir si P(ANB) = P(A)P(B)
-Propiedades de los sucesos independientes:
P(AMB) =P{A)P(B)
PlAINA..NA) = PIADP(AS).... P(AL).
-Propiedades de los sucesos dependientes:
*8i sabemos contar P(B/A)  P(ANB) = P(AYP(B/A)
P{AIn A ...MAY) = P(ADP(AY AL P(AY Airdon.mA )
P{A B =PAIPB/A)
*Si no sabemos contar P(BI’A) P(A('\B) = I—P(AUB) Lo mejor es dzbu]ar ios diagramas

PANB)=P(A)—P{ANB)

Teorema de 1a probabilidad total:
Se utiliza para calcular la probabilidad de un suceso situado al firal de un diagrama de arbol, al cual
se puede llegar por diferentes caminos:

P(S)=PS A C)+PEAC) e, +PS A

Teorema de Bayes:

Se utiliza en probiemas donde conocemes cual ha sido el resultado final del experimento v nos

piden la probabilidad de que se haya llegado a ese resuitado por un determinade camino:

by = PEIPBIC)
P(S)

teorema de la probabilidad total.

Consejos ftiles

Los problemas de probabilidad se pueden agrupar, en general, en cuatro grandes tipos:

1.- Experimentos donde las probabilidades son porcentajes fijos (sucesos independientes).

Para resolverlos debemos:
Hscribir el suceso
Cuando importe el orden dentro del elemento debemos poner un niimero
combinatorio precediendo a la probabilidad del sucese
Las operaciones que hay que realizar son: productos (dentro de cada elemento del
sticeso) v sumas (de unos elementos respecto de otros)

2.- Experimentos donde las probabilidades no son percentajes fijos {(sucesos dependientes,
donde casi siempre se trata de extraer elementos de un conjunto). Para resclverlos
debemos:

Escribir el suceso

Cuando importe el orden dentroe del elemento debemos poner un nitmero
combinatorio precediendo a la probabilidad del suceso

Las operaciones que hay que realizar son: productos (dentro de cada elemento del
suceso) y sumas (de unos elementos respecto de otros)

3.- Tedricos. Dentro de estos tenemos dos tipos, los tedricos puros y aquellos en los que nos
dan P(A), P(B} y P(A "B} ¥ ocurre que P(A).P(B) = P(A mB), Para zesolver estos
problemas se utilizan las siguientes f6rmulas:

P(AUB)=P(A) + P(B} - P(ANB)
P(ANB)=1-P(AUB) P(AUB)=1-P(4~B) {Leyes de Morgan)
R-MATCNSI 59

, en el denominador de esta formula siempre tenemos que utilizar el

P(A ~B)=P(B)-P(ANE)
P(ANB) = P(A) - P(AnE)

p(am)=ANE)
P(B)
dibujar el diagrama de conjuntos para saber exactamente que tenemos que calcular.

, para cualguier otra probabilidad condicionada se recomienda

EJERCICIOS
Clasifica estos efercicios segtin el tipo al que pertenezcan y resuélvelos.

1.-E138% de las vacas del Reino Unido padece una determinada enfermedad. Estudiadas 6
vacas al azar calcular las siguientes probabilidades:
ajescribir el espacio muestral bique al menos 4 estén enfermas
c)que dos estén enfermas djque alguna esté enferma

2.-De une poblacién de 200 gaflinas s6lo 160 ponen huevos. Estudiadas 4 gallinas al azar
calenlar las siguientes probabilidades:
ajescribir el espacio muestral bjlas cuatro gallinas ponen huevos
c)alguna gallina pone huevos djcomo maximo dos gallinas ponen huevos

3.-3e lanzan tres monedas al aire. Calcular las sigtientes probabilidades:
a)escribir el espacio muestral b)que salgan mds de dos cruces
c)que salgan dos caras d)que salga alguna cruz

4.-Se lanza una moneda trucada, donde la probabilidad de salir cara es del 60%, tres veces,
Caleular las signientes probabilidades:
ajescribir el espacio muestral bique salgan més de dos cruces
cjque salgan dos caras d)que salga alguna cruz

5.-5e dispone de dos bomboneras, la primera contiene 7 bombones de praliné y 2 de chocolate

blanco, la segunda 3 de chocolate negro, & de praliné y 4 de chocolate blanco. Se tira un
dado y si sale un niimere menor o igual que 4 se elige Ja primera bombonera y si sale un
némero mayor que 4 se elige la segunda bombonera y se saca un bombén, Calcular Ias
siguientes probabilidades:

ajrealizar el diagrama de 4rbol b)gue se saque un bombén de praling

c)que se saque un bombén de praliné de la segunda bombenera

djque se elija la segunda bombonera y que se saque un bombén de praliné

e)que se saque un bombén blanco o de praliné

6.-Pepe, Juan y Antonio participan por este orden en Ta final de tiro con arco de su municipio,
esta se disputa a un s6lo dispare de cada une, La probabilidad de que Pepe haga blanco es
del 85%, de que Juan haga blanco es del 89% v de que Antonio haga blanco es del 90%.
Calcular las siguientes probabilidades:
ajque los tres hagan blanco b)que Pepe v Antonio hagan blanco
cjque alguno haga blanco d)escribir el espacic muestral

7.-Un dade estd cargado de modo que la probabilidad de que salga una cara es inversamente
proporcional al nitmero de esa cara. Calcular las siguientes probabilidades:
a)que salga un numero par b)que salga un tres o un seis
cjque salga un nimero primo

8.-Una urna contiene 7 bolas rojas y 5 bolas amarillas, se extraen dos bolas de la urna a)sin
reemplazamiento bjcon reemplazamiento, Calcular las siguientes probabilidades en cada
uno de los casos anteriores:
Dque las dos bolas sean del mismo color
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31.- Dispenemos de un dadoe cargado en el gue la probabilidad de que salga un nimero es
proporcional a dicho nttmere. Se pide:
a) Probabilidad de que al lanzarlo salga un nitmero par.
b) Probabilidad de que el ndmero sea mayor de tres.

32.- Juan propene a Luis ef sigriente juego: Lanzar una moneda 10 veces, si salen 4, 5 6 6 caras
gana Luis y en cagso contrario gana Juan. ;Cudl es la probabilidad de que gane Juan?.

33.- Se lanzan tres monedas. La primera de 5 pts, la segunda de 25 pts y la tercera de 100. Se
consideran los sucesos siguientes: A = aparecen dos caras, B = Aparece cara en fa moneda
de 100, C = aparecen caras en las monedas de 5 y de 25, Se pide:

a) P(A/B) b) ;Son independientes B y C?.

34.- Una cadena metdlica estd compuesta por 4 eslabones, La probabilidad de ruptura de cada
eslabdn a un peso de 100 Kg. es de 0,6, Se somete la cadena a un peso de 100 Kg. y se
pide:

a) Probabilidad de que no se rompa la cadena.
b) 5i se quiere que la probabilidad de que no se rompa la cadena, sea de 0,81, jcudl debe
ser la probabilidad de ruptura de cada eslabdn?,

35.- En una caja de golosinas hay 6 caramelos y 4 chocolatinas. Un nifio toma al azar cuatro

golosinas. Determinar:
a) Probabilidad de que s6lo coja chocolatinas.
b) Probabilidad de que coja dos caramelos y dos chocolatinas.

36.- En su camino al trabajo una persona pasa por tres semaforas cada mafiana. Los seméforos
operan independientemente. La probabilidad de una Iuz roja es de 0,4, 0,8 y 0,5
respectivamente para cada uno de los tres semaforos. Se pide:

a) La prababilidad de que la persona encuentre los tres semaforos en rojo,
b) La probabilidad de que encuenire en rojo uno de ellos y los otros dos en verde o
dambar.

37.- En un juego contra un adversario igual, tal que el juego no puede acabar en empate, jqué
es mas probable, ganar exactamente 3 juzegos de 6 6 exactamente 5 de 107,

38.- Se lanza al aire cuatro veces tna moneda equilibrada. Hallar la probabilidad de que:
a) Salga alguna cara b} Salga un ntimero impar de caras

39.- La urna A contiere cinco bolas blancas y tres negras v 1a urna B tiene tres bolas blancas y
dos negras. Se toma al azar una bola de A ¥ sin mirarla se introduce en B. A continuacion
de extraen con reemplazamiento dos bolas de B. Hallar la probabilidad de que sean de
distinto coler.

40.- De un baraja de cuarenta cartas se extraen 4 cartas. Calcular Ia probabilidad de que:
a) Las cuatro sean del mismeo palo. b) Las cuatro sean copas.

41.- Un psicélogo hace pruebas a un nifio de primer curso de primaria, De anteriores
experiencias en niftos de la misma edad y colegio ha estimado que la probabilidad de
resolver con éxito la primera prueba es 0,4 v la probabilidad de resolver con éxito la
segunda habiendo pasado la primera es 0,6. ;Cudl es la probabilidad de pasar con éxito
las dos pruebas?.

42.- Un examen de opcién mitltiple estd compuesto por 8 preguntas, con cuatro respuestas
posibles cada una, de las cuales sélo una es correcta, Supdngase que uno de los
estudiantes que realiza el examen responde al azar:

a) ;Cuél es la probabilidad de que conteste correctamente al menos 7 preguntas?,
b) ¢Cudl es la probabilidad de que no acierte ninguna?.
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43.- Se lanza cinco veces una moneda equilibrada, Hallar Ia probabilidad de que no salga mis
de una cara,

44.- En una urna hay 1 bela blanca, 3 rojas y 4 verdes. Se considera el experimento que consiste
en sacar primero una bola, si es blanca se deja fuera, y sino Io es se vuelve 2 introducir en la
urna; a continuacién se extrae una segunda bola y se abserva su color.

a) ;Cudl es la probabilidad de que salgan 2 bolas del mismo color?

b} 4Cuél es la probabilidad de que la bola blanca salga en la 2* extraccién?

45.- La probabilidad de que un jugador A marque un gol de penalti es de 5/6, mientras que fa
de otro jugador B es 4/5. Si cada uno lanza un penalti,

a) Halla ia probabilidad de que marque gol uno sclo de los dos jugadores.

b} Halla la probabilidad de que al menos uno marque gol.

46.- Un grupo de 40 personas acaba de tomar un autobis, De los 40 s6lo 10 son fumadores.
Entre los fumadores el 70% se marea y entre los no fumadores esta cantidad baja ai 40%.
a) Como el trayecto es largo se permite fumar a quien lo desee. 2 individuos se han sentado
juntos y no se conocen ;Cudl es la probabilidad de que ambos no sean fumadores?
b) ;Cudl es la probabilidad de que un viajero no se mares?

47.- Se dispone de 2 urnas idénticas, La primera contiene 3 belas negras v 4 bolas verdes. La
segunda contiene 4 bolas negras y 3bolas verdes.
a) Extraemos al azar una bela de cada urna. Halla la prebabilidad de que ambas sean de
color negro.
b) Se saca una bola de 12 2* urna v sin mirarla se introduce en la 1* urna. De ésta, a
continuacion, se extrae una bola. Halla la probabilidad de gue sea de color verde.

48.- Se dispone de fres monedas. La 1° de ellas estd trucada de forma que la probabilidad de
obtener cara es 0,4. La 2* moneda tiene dos cruces v la 3* también estd trucada, de mode quela
probabilidad de obtener cara es 0,6. Se pide:

a) Obtener el espacio muestral correspondiente al lanzamiento de estas tres monedas,

sucesivamente, y en el orden indicado.

b) Probabilidad de que se obtenga exactamente 2 cruces.

¢) Probabilidad de suceso A = "(cara, cruz, cara)".

d) Probabilidad de obtener, al menos, una cara,

49.- En unas votaciones a consejo escolar de un cierto centro sabemos que la probabilidad de
que vote una madre es del 0'28, la probabilidad de que vete un padrees del 021 y la
probabilidad de que voten los dos es de ('15.

a) ¢Cuél es la probabilidad de que al menos uno de los dos vote?

) ;Cudl s la probabilidad de que no vote ninguno de los dos?

50.- En una oficina el 70% de los empleadoes son asturianos. También se sabe que el £1% son
hombres y un 24% son mujeres no asturianas.

a) ;Qué porcentaje de empleados son hombres asturianos?

b) Calcula la probabilidad de que un empleado de la oficina sea mujer.

¢) Calcula la probabilidad de que un empleado sea hombre o asturiano.

51.- Una clase de 2° Bachillerato esté formada por 10 chicos y 10 chicas; la mitad de las chicas y
la mitad de los chicos han elegide Cerdmica como asignatura optativa. Elegido un alumno al
azar:

a) ¢Cudl es la probabilidad de que sea chico o estudie Cerdamica?

b) (Cual es la probabilidad de que sea chica y no estudie Cerdmica?
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2) que las dos bolas sean de diferente color
3)que la segunda bola sea amarilla
9.-E135% de Ios vehiculos de un concesionario son de gama baja, €1 55% de gama media y los

restantes son de gama alta. La probabilidad de que un coche de gama alta tenga algin
defecto es del 5%, para los coches de gama media es del 15% y para los de gama baja es
del 22%. Elegido al azar un coche de ese concesionario hallar la probabilidad de que no
tenga defecto. 5i elegimos un coche de este concesionario y observamos que tiene defecto,
calcular Ia probabilidad de que sea de fa gama alta. Calcular la probabilidad de que un
coche elegido al azar sea de la gama baja y no fenga defecto.

10.-E148% cde la poblacion italiana tene teléfono mévil, el 30% tene ordenador y el 11% tene
ambas cosas. Calcular las siguientes probabilidades. Elegida una persona al azar:
a)que tenga alguna de las dos cosas
b)que no tenga ninguna de las dos cosas
c)que tenga teléfone movil sabiendo que no tiene ordenador

11.- Dados ires sucesos A, B y C, expresar, (mediante las operaciones con sucesos) los
siguientes sucesos: ‘
a) Ocurre exactamente un suceso delos A, B, C.
b) Ocurren exactamente dos de los suceses A, B, C.
¢} Ocurren al menos dos sucesos delos A, B, C.

12.- Consideremos dos sucesos A y B, con probabilidades respectivas P{A) = 0,4 y P(B) = 0,7.
Determinar los posibles valores del méximo y del minimo de P{A m B) v las condiciones en
las que se consigue ceda uno de estos valores.

13.- Una urna conbene 10 bolas blancas, 5 amarillas v 5 negras. Se extrae una bola al azar de la
urna y se sabe gue no es blanca. ;Cuél es la probabilidad de que sea negra?

14.- Una determinada raza de perres tene caatro cachorros en cada camada. Suponiendo que
la probabilidad de que un cachorro sea macho es de 0,35, Se pide:
a) Calcular la prebabilidad de que en una camada dos exactamente sean hembras.
b) Calcular la probabilidad de que en una camada al menos dos sean hembras.

15.- Un banco Hene tres sisternas de alarma independientes, cada uno de los cuales tiene una
probabilidad 0,9 de funcionar en caso necesaric. 5i se preduce un robo calcular:
a) Probabilidad de que ninguna alarma se active.
b) Probabilidad de que al menos una alarma se active.

16.- La probabilidad de que un proyectil dé en el blanco es de 0,8. 5i se lanzan 5 proyectiles, se
pide:
1) Probabilidad e que los 5 den en el blanco
2) Probabilidad de que alguno dé en el blanco.

17.- Una Universidad sabe que el 75% de sus graduades obtiene empleo durante el primer afio
de graduacién. Se eligen 8 graduados de la citada Universidad al azar. Se pide:
&) Probabilidad de que al menos 6 tengan empleo en e primer afio,
b) Probabilidad de que como méxime 6 tengan empleo. :

18.- Se considera el experimento de lanzar una moneda tres veces. Se pide:
a) construir el espacio muestral
b) Suponiendo que la moneda esté cargada y que la probabilidad de que salga cara es de
0.6, ;cuales son las probabilidades de los sucesos elementales?.

R-MATCNSI 61

19.- Sean A y B dos sucesos con P(A) = 0,5, P(B} = 0,3 y P{ANB) = 0,1. Calcular las siguientes
probabilidades:
P{A/B), P{A/ANB), P{ANB/AUB), P(A/AUB).

20.- De una urna con 3 bolas blancas y 7 negras se extraen tres bolas simultaneamente. Hallar
la probabilidad de que al menos una sea blanca.

21.- Una fdbrica de coches tiene tres cadenas distintas de produccion que fabrican,
respectivamente, 1/2, 1/4,1/4 del total de los coches producidos, La probabilidad de que
un coche sea defectuoso es: para la primera cadena 1/2, para la segunda 1/4 y parala
tercera 1/6.

1) ;Cuél es la probabilidad de que un coche sea defectuoso?
2) Si un coche no es defectuoso, jeudl es la probabilidad de que sea de la primera cadena?

22.- La probabilidad de que deje de funcionar un motor de un avidn es de 1/2 con
independencia de que funcionen ¢ no los restantes. Para que un avion pueda volar es
necesario que funcicnen al menos la mitad de sus motores, ;Qué avion es mds seguro:
uno de dos motores ¢ uno de cuatro?.

23.- Sea. A el suceso:"El aspirante a una poliza de vida supera el examen médico", B el suceso:
"El aspirante puede pagar las primas" y C el suceso:"La compafiia de seguros autoriza la
poliza". Describir las probabilidades expresadas por:

P(C/ A), P(C/BS), P(C/AB), PLANC/ES)

24 - Una caja contiene 8 fusibles de los cuales dos son defectuosos. Se extraen sin
reemplazamiento cuatro fusibles. Se pide:
a) Probabilidad de extraer cuatro buenos.
b) Probabilidad de extraer al menos 1 defectuoso.

25.- Bl volumen diario de produccién en tres plantas diferentes de una fabrica es de 500
unidades en la primera, 1000 urddades en la segunda y 2000 en la tercera. Sabiendo que el
porcentaje de unidades defectuosas producidas en cada planta es del 1%, 0,8% y 2%
respectivamente. Calcular la probabilidad de que al sefeccionar una unidad al azar esta
sea defectuosa.

26.- En una urna hay 6 bolas blancas y 3 bolas negras. Se extraen sucesivamente tres bolas sin
reemplazamiento. Calcular la probabilidad de que alguna bola sea negra.

27.- Un grupo consta de 16 personas de las que 10 son varones v 6 mujeres, Se eligen al azar 3
personas del grupo, Se pide:
a) Probabilidad de seleccionar exactamente a 2 varcnes.
b} Probabilidad de seleccionar al menos un varén,

28.- Se lanza una moneda 4 veces. Calcular la probabilidad de gue salgan mas caras que cruces

28.-E135% de los créditos de un banco son para vivienda, el 50% para industria v el 15% para
consumo directo. Resultan fallides el 20% de los créditos para vivienda, el 15% de los
créditos para industrias y el 70% de los créditos para consumo. Calcular la probabilidad
de que se pague un crédito elegido al azar,

30.- Parar elegir a un jurado se dispone de cinco mujeres y de diez hombres. Se tiene que
seleccionar al azar a seis personas. Se pide:
a) Probabilidad de que haya cinco mujeres y un hombre.
b) Probabilidad de que haya al menos una mujer.
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1.- Una urna A centiene 6 bolas blancas y 4 negras, una segunda urna B contiene 5 bolas blancas y
2 negras. Se selecciona una urna al azar y se extraen de ella dos belas sin reemplazamiento.
Caleular la probabilidad de que:

a) Las dos bolas sean blancas
b) Las dos bolas sean del mismo color
c) Las dos bolas sean de distinto color. {Tun. 1956)

2.- De una baraja espafiola de 40 cartas se eligen al azar simultdneamente cuatro cartas. Hatlar:
a) La probabilidad de que se hayan elegido al menos dos reves.
b) La probabilidad de que tres de las cuatro cartas sean del mismo palo. (Jun. 19906, 2 ptos)

3.- La cuarta parte de las participantes en un congreso son espafiolas. La probabilidad de que una
congresista desayune té si es espafiola ss un octavo y la probabilidad de que tome té sies
extranjera , s un tercio. Si se elige una congresista al azar,

a) ;cuél es la probabilidad de que desayune té?
b) ;cudl es la probabilidad de gque no sea espafiola si desayuna té?
¢) ;cudl es la probabilidad de que sea espafiola sino desayunaté?  (Sep. 1996)

4.- La probabilidad del suceso A es 2/3, la del suceso B es % y la de 1a interseccidén es 5/8. Hallar:
a) La probabilidad de gue se verifique alguno de los dos.
b) La probabilidad de que no ocurra B
¢) La probabilidad de que no se verifigue ni A ni B (Sep. 1996, 2 ptos)
d) La probabilidad de que ocurra A si se ha verificado B

3.- Se realiza la experiencia compuesta consistente en lanzar al aire un dado vy a continuacién
introducir una nueva bola en una uma que contiene 2 bolas blancas y 4 negras, de modo que si el
mimero obtenido en el dado es par se infroduce en la urna una bola blanca y si es impar una bola

negra.

a) Caleular 1a probabilidad de obtener al azar, dos belas blancas al realizar dos extracciones
sucesivas y sin reemplazamiento de fa urna, sabiendo gue al lanzar el dado hemos cbtenido un
nimero par.

b} Si se sacan simultdneamente dos belas al azar de la urna después de haber lanzado el dado,
;cual es la probabilidad de que ambas sean blancas?, (Jun 1997, 3 ptos)

6.- Se lanza un dade de seis caras numeradas del 1 al 6, dos veces consecutivas.
a) Calcilese fa probabilidad de que la suma de los puntos obtenidos sea igual a 4.
b) Calcilese la probabilidad de que en el primer lanzamiento haya salido un uno, sabiendo que {a
suma es 4. (Jun. 1998, 2 ptos)

7.- Se lanzan dos dados. Calctilese la probabilidad de cada uno de los siguiéntes SUCEs0s:
a) A = Se obtiene cinco en algunc de los dados.
b) B = Se obtiens un doble
c) AmB
d) AUB (Sep. 1999, 2 ptos)

8.- Sean A v B dos sucesos de un experimento aleatorio tales que P(A) =0,6; P(B) = 0.2 v P(
Gus 207
a) Calcilese P(AMB) v razdnese si los sucesos A ¥ B son independientes o dependientes.
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b) Calcilese P(AL/B). (Jun. 2000, 2 ptos)

9.- Una empresa emplea tres bufetes de abogados para tratar sus casos legales, La probabilidad de
que un. caso se deba remitir al bufete A es 0,3; de que se deba remitir al bufete B es de 0,5 y de
que se remita al bufete C es de 0,2. La probabilidad de que un caso remitido al bufete A sea
ganado en los tribunales es de 0,6; para el bufete B esta probabilidad es de 0,8 y paraci C de
0,7,

a) Calctilese la probabilidad de que 1a empresa gane un caso.
b) Sabierdo que un caso se ha ganado, determinese la probabilidad de que lo haya llevado el
bufete A. (Sep. 2000, 2 ptos}

10.- Una fabrica produce tres modelos de coche: A, B v C. Cada unc de los modelos puede tener
motor de gasolina o diesel. Sabemos que el 60% de los modelos son de tipo A v el 30% de tipo
B. Bl 30% de los coches fabricados tienen motor diesel; el 30% de los coches del modelo A son
de tipo diesel y el 20% de los del modelo B tienen motor diesel. Se elige un coche al azar, Se
piden las probabilidades de los siguientes sucesos:
a) El coche es del modele C
b) El coche es del modele A sabiendo que tiene un motor diesel.
¢} El coche tiene motor diesel sabiendo que es del modelo C. {(Jun. 2001, 2 ptos)

11.- Tres maguinas A, B y € fabrican ternillos. En una hora la maquina A fabrica 600 tornillos, la B
3060 y1a C 100. Las probabilidades de que las méaquinas fabriquen tomiilos defectuosos son,
respectivaments, de 0,01 para A, de 0,02 para B y de 0,03 para C. Al finalizar una hora se
Jjuntan todos los ternillos producidos v se ¢lige uno al azar.

a) ¢Cuél es la probabilidad de que no sea defectuoso?
b) ;Cudl es la probabilidad de que 1o haya fabricado 1a méquina A, sabiendo que no es
defectuoso?.  (Jun. 2001, 2 ptos)

12.- En un video club quedan 8 copias de lapelioula A, 9 de fa B y 5 de la C. Entran tres clientes
censecutivamente v cada uno elige une copia al azar. Calctlese 1a probabilidad de que :
a) Los fres escojan la misma pelicula.
b) Dos escojan lapelicula A yel otro1la C, (2 ptos) (Sep 2001)

13.- Un proveedor suministra lotes de materia prima y el 5% de ellos resultan ser defectuosos.
Seleccionande al azar tres lotes:
a) ¢Cual es la probabilidad de que al menos dos sean defectuosos?
b) ¢Cudl es Ia probabilidad de que el maximo de lotes defsctuosos sea 2?7 (2 ptos)

14.- Se lanzan dos dados equilibrados de seis caras tres veces consecutivas:
a) Caleular la probabilidad de que en 1os tres lanzamientos salga el seis doble,
b) Calcular la probabilidad de gue en los tres latizemientos salga un doble distinto del seis
dohle. (2 ptos) (Tunic 2002)

14.- Se tienen tres cajas iguales. La primera contiene 3 bolas blancas y 4 negras; la segunda §
negras; vy la tercera 4 blancas y tres negras.
a) Se clige una caja al azat y se extrae una bola, ;cudl es la probabilidad de que la bola extraida

sea negra?
b} 8ise extrae una bola negra de una de las cajas, ;cudl es la probabilidad de que proceda de 1a
scgunda caja?. (2 puntos) (Junio 2602)

15.-Sobre los sucesos A v B s¢ sabe que: P{A) = 0,7, P(B) =0,5; P{A~BY = 0,45, Calcular
a) P{B/A)
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b) P(A°mB%) {Muestra 2003, 2 ptes) {Muestra 2004)

16.- Se elige un nfmero natural entre e 1 y el 20 de manera que todos tengan 1a misma
probabilidad de ser escogidos. ;Cudl es la probabilidad de que el simero escogido sea divisible
por 2 o por 37. ; Cudl es 1a probabilidad de que sea divisible por 3 y no por 67. (2 ptos) (Sep
2003)

17.- Una cierta sefializacién de seguridad tiene instalades dos indicadores. Ante una emergencia los
indicadores se activan de forma independiente. La probabilidad de que se active el primer
indicador es 0,95 y de que se active el segundo 0,90.

a) Hallar la probabilidad de que ante una emergencia se active sélo uno de los indicadores
b) Hallar 1a probabilidad de que ante wna emergencia se active al menos uno de los
indicadores, (Sept. 2004) (2 ptos)

18.- Se dispone de 1a signiente informacién: P(A)=0,6; P(B) =0,2; P(AnB)=0,12.
a) Calcular las probabilidades de los siguientes sucesos (A B} y (A/(A U B)).
b) ;Son compatibles?, jsen independientes?, ;jpor qué? (2 ptos modelo 2003, medelo
2006)

19.- Se considera el experimento consistente en lanzar una moneda equilibrada y un dado
equilibrado, Se pide:
a) Describir el espacio muestral del experimento.
b) Determinar la probabilidad del suceso; Obtener wna cara en [a moneda y un niimeroe en el
dado. (2 ptos modelo 2005, Junio 2006, modeto 2007)

20.- Un ajedrecista gana una partida con probabilidad 0,6, 1a empata con probabilidad 0,3 y la
pierde con probabilidad 0,1. El jugador juega dos partidas.
a) Describir ef espacio muestral y 1a probabilidad de cada uno de los resultades de este
experimento aleatorio.
b) calcular la probabilidad de que gane al menos una partida. (Medelo 2003, 2 ptos))

21.- En un centro de ensefianza hay 240 estudiantes matriculados en 2° de bachillerato. La siguients
tabla recoge su distribucién por sexo y por opeidn que se cursa:

Chicas | Chices
Cientifico - Tecnolégica 64 52
Humanidades v C. Sociales 74 50
Se elige un estudiante al azar, caleular la probabilidad de que :
a) No curse la opcion Cientifico — Tecnoldgica (Modelo 2003, Z ptos)}
b) Si es chico, que curse la opcidn de Humanidades y C. Sociales
_1 =._2 - =3
22.- Sean A y B dos sucesos tales que P(A) = 5; P(B)= 3 s PlAUB)= T Calcular;
a) P(B/A) (Septiembre 20085, 2 ptos)
b) P4/ B)

23.~ Los tigres de cierto pals proceden de tres reservas: el 30% de la primera, el 25% de 1a segunda

v ¢l 45% de la tercera. La proporcion de tigres aibinos en la primera reserva es 0,2%, 0,5% enla

segunda y 0,1% en la tercera. ;Cudl es la probabilidad de que un tigre de ese pais sea albino?.
(Sep 2008, 2 ptos)
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24 - Segin cierto estudio, ¢l 40% de los hogares europeoes tiene confratado internet, el 35% la
televisién por cable v el 20% ambos servicios. Se selecciona un hogar europeo al azar,
a) ;Cudl es la probabilidad de que s6lo tenga contratada la television por cable?
by ;Cudl es la probabilidad de que no tenga contratado ninguno de los dos servicios?
(Jun 2007, 2 ptos)

25.- En el departamento de lacteos de un supermercado se encuentran mezclados y ala venta 160
yogures de la marca A, 60 de la marca B y 40 de lamarca C. La probabilidad de que wn yogur
esté caducado es de 0,01 para la marca A, 0,02 para la B y 0,03 para la C, Un comprador elige
un yogur al azar,

a) Calcular la probabilidad de que el yogur esté caducado
b) Sabiendo que el yogur efegido esta caducado, jeudl es la probabilidad de que sea de la marca
B?. (Sep 2007, 2 ptos)

26.- Sean A y B dos sucesos aleatorios tales que
3 1 - = 1
PAY=Z: P(B)==, P(AdnB)=—.
(A) 4 (B) 5 ( ) 20
Caleular: P(AURB), P(ANB), P(B/A), P{4/B) (Sep 2007, 2 ptos)

27.- Un instituto tiene dos grupos de 2° de bachillerato. El grupo A esta formado por 18 alumnas de
1as cuales 3 juegan al baloncesto, v 12 alumnos, 7 de los cuales juegan el mismo deporte. E1
grupo B estd formado por 12 alumnas, 4 de ellas jugadoras de baloncesto y 13 alumnos, 7 de los

cuales practican baloncesto. (Modelo 2008, 2 ptos)
2) Se elige un estudiante de 2° de bachillerato al azar, caleular la probabilidad de que sea
mujer.

b) .En que grupe es mas probable elegir al azar un estudiante que juegue al baloncesto

28.- En un juego consistente en lanzar dos monedas indistinguibles y equilibradas y un dado de seis
caras equilibrado, un jugador gana si obtiene dos caras y un nimero par en el dado, o bien
exactamente una cara y un niimero mayor ¢ igual que cinco en el dado.

a) Caletilese 1a prebabilidad de que un jugador gane
b) Se sabe que uma persona ha ganado, ;cudl es la probabilidad de que obtuviera dos caras al
lanzar las monedas. (Junio 2008, 2 ptos)

29.- Se consideran dos actividades de ocio A = ver television y B = visitar centros comerciales. En
una ciudad la probabilidad de que un adulte practigue A es de 0,46; la probabitidad de que
practique B es 0,33 y la probabilidad de que practique A y B es 0,15,

a) Se selecciona al azar un adulto de dicha ciudad. , Cual es la prebabilidad de gue no practique
ninguna de las dos actividades anteriores?.

b} Se elije al azar un individuo de entre los que practican alguna de las dos actividades. ;,Cudl es
la probabilidad de que practique las dos?. (Sep 2008, 2 ptos)
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1.-Distribucién binomial:

Una distribucién aleatoria correspondiente a una variable aleatoria discreta, es una
distribucién binomial si:
Realizamos n veces un experimento aleatorio con las siguientes caracteristicas

a)56lo tiene dos posibles resultados (sucesos)

A={Exito} A = {Fracaso}
b)La probabilidad del suceso A es constante durante tedo el experimento
P(A)=p; P(A)=1-p=gq

¢)Los sucesos son independientes en 1as n veces que se repite el experimento,
En este caso decimos que la distribucién de probabilidad cen la que trabajamos es una
distribucién binomial de pardmetros n (ndimero de repeticiones), p (probabilidad de éxito);

B(n, p).

Célculo de probabilidades
En estos ejercicios nos preguntamos cudl es la probabilidad de obtener 9,1, 2,3, . n
éxitos, es decir P(x = k), probabilidad de obtener k éxitos
n!

P(x=k)= (E] prgmk, donde (E) es un nimero combinatorio, (E) = mk' o] .

Media y desviacion tipica

#=np; o= /opq
Ejemplo:

Una Universidad sabe que el 75% de sus graduados obtiene empleo durante el primer

afio de graduacién. Se eligen 8 graduados de la citada Universidad al azar. Se pide:

a) Probabilidad de que al menos 6 tengan empleo en el primer afio,

b) Probabilidad de que 6 tengan emplec en el primer afio.

¢) Probabilidad de que alguno tenga trabajo en el primer afio.
Es una distribucion B(3, 0,75), donde A = {Encontrar trabajo durante el primer afio} y
A = {No encontrar trabajo durante el primer afio}. X = n® de graduados que
encuentran trabajo durante el primer afio.

8 8 8
a) P(X 2 6) = P(X =) + P(X=7) + P(X=8) = (6] 0,756.0,252 + u 0,757.0,25 + [SJ 0,758

8
b) P(X = 6) = @ 0,756.0,252

C}P(X21)=1—P(X=U)=1~(3}0,253
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2.~ Distribucion normal
Una distribucién aleatoria correspondiente a una variable aleatoria continua es una
distribucién normal cuando su funcidn
de densidad es una curva de Gauss o
campana de Gauss: (Recordemos que
una funcién de densidad es una
funcién tal que siempre es positiva y el
Area que encierra entre su curva y el eje
OX es de una unidad)
Las caracteristicas fundamentales de
esta curva son que:
El drea encerrada entre esta curva y el eje OX es 1.
Elintervalo (p - a, g + o) contiene el 68% de los datos.
Elintervalo (1 - 26, i+ 26) contiene el 95% de los datos.
Elintervalo (it - 3¢, u + 30) contiene el 99% de los datos.
En este caso decimos que lenemos una distribucién de probabilidad normal, de parametros
p (media), o (desviacion tipica), N{, o).
Célculo de probabilidades
En estos ejercicios se nos pide P(x < k), y esta corresponde a una parte del drea encerrada
bajo la curva de fa N{p, ).
Hay unas tablas para la distribucion N(0, 1) en las que se nos dan las &reas
correspondientes a las probabilidades P(z < k), a las que Hamaré f(k).
a)Lo primero que debemos hacer es transformar la N(u, o) en una N(0, 1). Esto se hace
tipificando la variable X:

u-o il ntag

k- k-
Tipificar: X ——» 7= K . Pxzk)=P(z= # ¥ = (k)
g o
byDebemos dibujar para tener claro en cada momento cual es el drea que queremos

calcular y cual es la que nos da la tabla:

P(x < k) = (k) (iabla 1)

P(x>k)=1-fk)  (tabla1)

P(k < x < ka) = f(k2) - f(ks}  (tabla 1)

Plki < x < ko) = (k) - (1 - f(ks))  (tabla 1)
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Fjemplo:

El iempo necesario para terminar un determinado examen sigue una Distribucién
Normal con media 60 minutos v desviacién estandar 10 minutos. Se pide:
a) ;Cudnto debe durar el examen para que el 95% de las personas lo terminen?.

b) (Qué porcentaje de personas lo terminardn antes de 75 minutos?.

) ¢(Qué porcentaje de personas tardaran entre 55 y 75 minutos en terminarlo?

En este problema hay dos tipos de variables a determinar, en el apartade a) la variable
que hay que determinar es x; = Hempo y en los apartados b) y ) hay que determinar un
porcentaje = probabilidad = drea.

a)P(X < x:) = P(X < Peg) = 0,05, P(Z < 395—1;—69) = 0,95

Buscamos en la tabla 1, en la zona de los porcentajes 0,95 y nos da el valor x; = 1,645
de donde -%5—1'—6—62 =1,645, Pos= 16,45 + 60 = 76,45. El examen debe durar 76 minutos y
45 segundos, (Si trabajamos con Ja tabla 2 habriamos buscado el porcentaje 0,45)

BYP(X < 75) = P(Z < 751‘06@} = P(Z < 1,5) = 0,0332 = 0,5 + 0,332

)P(55 < X £70) = P(-0,5 < Z < 1) = 0,8413 - (1 - 0,6915} = 0,3413 + 0,1915

3.- Aproximacion de la binomial por la normal
En algunas distribuciones binomiales el niimero de veces que se repite la prueba, n, es
muy grande y resulta demasiado largo trabajar con las formulas de la distribucién
binomial para responder a las probabilidades pedidas. En estos casos cuando se verifique
{np =5

que: g5

(formulas de Moivre) se puede pasar una distribucién normal N{np, /npq ), de tal forma

que las probabilidades que nos da esta distribucion son las mismas que las de la
distribucién binomial de partida.

Ejemplo:
La probabilidad de que un corredor que comienza la vuelta ciclista a Espafia, la termine,
es del 68%. Si este afio comienzan La vuelta 216 corredores, calcular las signientes
probabilidades:

a) Probabilidad de que terminen mds de 160

b} Probabilidad de que terminen entre 140 y 165 corredores

c) Probabilidad de que terminen 100

aYEste problema corresponde a una distribucién B(216, 0,68} pues tenemos sélo dos sucesos:

A= {Terminar la carrera} y A= {no terminar la carrera}, donde ia P(A) = 0,68 =p
es constante y los sucesos son independientes entre si.

Como np = 216. 0,68 > 5y ng = 216, 0,32 > 5 (se verifican las formudas de Moivre),
podemos aproximar esta Distribucién Binomial por una Distribuciéon Normal de
pardmetros i =np = 216 . 0,68 = 146,88 y 6 = npq = 216.0,68.0,32 = 6,85
N{(146,88, 6,85)
P{x > 160) = P(z > %) =P(z>191)=905-0,4719=1-0,9719
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140 146,88 164 -146,88
<L
6,85 6,85
0,3413 + 0,4936 = 0,9936 - (1 - 0,8413)

P(x = 100} = P(89,5 < x < 100,5) = P22 6_;:6’88 <zs 100’56_81546’88

b)P(140 < x <165) = P(

y=P(-1,004 <z < 2,49) =

y=
P-691<z<-677y=05-05=1-1=0

EJERCICIOS

1.- Una determinada raza de perros tiene cuatro cachorres en cada camada. Suponiende que la
probabilidad de que un cachorro sea macho es de 0,55. Se pide:
a)Calcular la probabilidad de que en una camada dos exactamente sean hembras.
b)Caleular la prcbabilidad de que en una camada al menos dos sean hembras.

2.- Un banco tiene tres sistemas de alarma independientes, cada uno de Ios cuales tene una
probabilidad 0,9 de funcionar en caso necesario. Si se produce un robo calcular:
a) Probabilidad de que ninguna alarma se active.
b) Probabilidad de que al menos una alarma se active.

3.- Se lanza una moneda 90 veces, Calcular:
a) Probabilidad de obtener mds de 50 caras.
b) Probabilidad de que el nimero de caras esté comprendido entre 40 y 50,

4.- La probabilidad de que un proyectil de en el blanco es de 0,8, Si se lanzan 5 proyectiles se
pide:

a) Probabilidad de que los 5 den en el blanco.

b) Probabilidad de que alguno de en el blanco.

5.- Un estudic ha mostrado que en un cierto barrio el 60% de los hogares tiene al menos dos
televisores. Se elige al azar una muestra de 50 hogares en el citado barrio. Se pide:
a) ¢Cuél es la probabilidad de que al menos 20 de los citados hogares tengan, cuando
menos, dos televisores?.
b) ;Cual es la probabilidad de que entre 30 y 40 hogares tengan, cuando menos, des
televisores?.

6.~ Se ha observado durante un largo periodo que la cantidad semanal gastada en
mantenimiento y reparaciones de una fébrica , tiene distribucién Normal de media 400 §
y desviacitn tipica 20 §. 5i el presupuesto para la proxima semana es de 450 $. ;Cudl esla
probabilidad de que los costes reales sean mayores de lo presupuestado?. ;Cudl es la
probabilidad de que el coste sea menor de 560 $2,

7.- Una Universidad sabe que el 75% de sus graduados obtiene emplec durante el primer afio
de graduacion. Se eligen 8 graduados de Ia citada Universidad al azar. Se pide:
a) Probabilidad de que al menos 6 tengan empleo en el primer afic.
b) Probabilidad de que como maximo 6 tengan empleo en el primer afio.

8.- Un examen de opcién miltiple estd compuesto por 8 preguntas con cuatro respuestas
posibles cada una, de las cuales s6lo una es correcta, Supéngase que unc de los
estudiantes que realiza el examen responde al azar, ;Cual es [a probabilidad de que
conteste correctamente a 5 0 mas preguntas?. ;Cuél es la probabilidad de que no acierte
ninguna?,
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9.- Un fabricante de cera para suelos desarrolla dos nuevos productos A y B con igual
probabilidad de ser elegidos por las amas de casa. Las dos ceras A y Bse aplicanen 8
casas elegidas al azar.

a); Cudl es la probabilidad de que 6 6 mds amas de casa prefieran la marca A?.
b); Cudl es la probabilidad de que ninguna ama de casa prefiera la marca B?.

10.- Se lanza una moneda cuatro veces, Calcular la probabilidad de que salgan mas caras que
eruces.

11.- En un proceso de fabricacién el porcentaje de piezas defectuosas es del 1% . Si se fabrican
330 piezas por dia, Calcular la probabilidad de que el namero de piezas defectuosas
fabricadas en un dia sea superior a 4.

12.- El tiernpo necesario para terminar determinado examen sigue una Distribucion Normal
con media 60 minutos y desviacion estandar 10 minutos. Se pide:
a) ;Cuénto debe durar el examen para que el 95% de las personas lo terminen?.
b) ¢Qué porcentaje de personas lo terminardn antes de 75 minutos?.

13.- Una cadena metdlica estd compuesta por 4 eslabones. La probabilidad de ruptura de cada
eslabon a un peso de 100 Kg. es de 0,6, Se somete la cadena a un pesc de 100 Kg. y se
pide:

a) Probabilidad de que no se rompa la cadena.
b) Si se quiere que la probabilidad de que no se rompa la cadena, sea.de 0,81, jcudl debe
ser la probabilidad de ruptura de cada eslabén?.

14.- Se lanza 5 veces una moneda equilibrada. Hallar Ia probabilidad de que no salga mds de
una cara,

15.- La nota de Matematicas Il en una convocatoria de Selectividad tenia aproximadamente
una distribucion normal de media 6,1 y desviacién estandar 0,8, ;Qué proporcion de
estudiantes obtuve una nota entre 4 y 5 puntos?.

16.- En un examen tipo test de 200 preguntas de eleccién muitiple, cada pregunta tiene una
respuesta correcta y una incorrecta. Se aprueba si se contesta a mas de 110 respuestas
correctas. Stuponiendo que se contesta al azar, calcular la probabilidad de aprobar el
examen,

17.- Se sabe que las notas de un determinado examen siguen una Distribucién Normal. El
15,87% tiene nota superior a 7 puntos y el 15,87% tene nota inferior a 5 puntos. Calcular:
&y Porcentaje de alumnos cuya nota esta entre 5 y 7 puntos.
b) Nota media del examen.

18.- Supongamos una Distribucion Normal de media p = 50 en la que la probabilidad de
obtener un valor por encima de 70 es de 0,0228. ;Cudl es la desviacion tipica?. ;Cudl serd
la probabilidad de los valores por debajo de 457.

19.- Tras un test de culhura general se observa que las puntuaciones obtenidas siguen una
distribucion una distribucién N(65, 18). Se desea clasificar a los examinados en tres grupos
{de baja cultura general, de cultura general aceptable, de excelente cultura general) de
mode que hay en el primero un 20% la poblacion, un 65% el segundo y un15% en el
tercero, ;Cudles han de ser las puntuaciones que marcan el pasc de un grupo al ofro?
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